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PROGRAMA DE ASIGNATURA

IDENTIFICACION

1.1 DEPARTAMENTO MATEMATICA Y FiSICA

1.2 CARRERA INGENIERIA CIVIL Y DE EJECUCION

1.3 NOMBREDE LA ASIG. ALGEBRAI

14  CODIGO ALI1011, ALI1021, ALI1031, ALI1051,
ALI1161, ALI 1191

1.5 PREREQUISITOS INGRESO

1.6  N° HRS. SEMANALES 6-2-0

1.7 SEMESTRE I

OBJETIVOS GENERALES

Lograr un dominio del Algebra Elemental a nivel de comprensién y aplicacién para:
Formular

Resolver

Demostrar

Desarrollar problemas y

Transferir los conocimientos adquiridos a nuevas situaciones problematicas.

UNIDADES PROGRAMATICAS

3.1 Introduccidn a las Estructuras Algebraicas (4ses.)
3.2 El cuerpo ordenado completo de los Numeros Reales (9ses.)
33 Ecuaciones exponenciales y logaritmicas (3ses.)
3.4 Trigonometria (Sses.)
3,5 El cuerpo de los Numeros Complejos (5ses.)
3.6 El Anillo de los Polinomios. (5ses.)
3.7.1 Induccion (2ses.)
3.7.2  Sumatorias y Productorias (2ses.)
3.7.3 Progresiones (2ses.)
3.7.4 Teorema del Binomio (2ses.)
SISTEMA DE EVALUACION

4.1 Pruebas globales escritas.
4.2 Examen escrito
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GUIA N°oO1

Esta guia tiene por objetivo que el alumno distinga una funciéon de A en B de una
relacion de A en B; que dada una funciéon f de A en B, indique el dominio de f; que
determine por qué motivo una relacion f de A en B no es funcion de A en B (segun
definicidn); que construya una funcion de f de A en B para conjuntos A y B sencillos.

Definicion 1: Sean A y B conjuntos. Una relacion R de A en B es un subconjunto del
producto cartesiano A x B.

Definicion 2: Sea R una relacion de A en B. Llamaremos dominio de la relacién R al
subconjunto de A

DomR :={x€A/(x,y) € R}
Definicion 3: Sea f una relacion de A en B. Diremos que f es una funcion de A en B si:
(3.1) Domf=A

32 xyefy xzef = y=z

EJERCICIOS:

(1) Sean A={a, b}, B={c}. Escriba todas las relaciones de A en B.

(2) Sean A={a,b,c}, B={c}. Escriba todas las relaciones de A en B.

3) Escriba el dominio de las relaciones en (1) y (2).
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“4) Separe las relaciones de A en B de (1) y (2) en las que son funciones de A en By
las que no lo son. Justifique.

5) Dados A ={m, n, p}, B = {r, s}, construya una funcion f de A en B.

(6) Sean A=1{1,2,3,4,5}, B={m,n,p} y f={(1, m), (2, n), (3, p), (4, m)}.
Decida si f es funcion de A en B. Fundamente.

@) Sea el diagrama de flechas correspondiente:

f
A B
a X
b. y
c. z
d. w

7.1) Determine Domf.

7.2) Escriba f como conjunto de pares ordenados.

7.3) Indique el Recf.

7.4) Decidasi f: A——— B, es epiyectiva y si es inyectiva. Fundamente.

7.5) Dibuje el diagrama cartesiano.
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t)) Sean A={0,2,3,4,5,6}y f unarelacion de A en A definida por:

4, sipespar
f(p):=< 6, sip=0
3, sipesimpar

Decida, justificadamente, si f es funcion.

9) Dado el diagrama:

g
K T
4 35
8 16
3 169
10 64
13 9
33 100
Determine:
a) Si g es funcion de Ken T.
b) Si su respuesta es afirmativa, determine la ley de correspondencia.

(10) Sean A={A,O,0, }yB= {%b-h, waz,az,a-b}

Encuentre una funcién H de A en B que esté relacionada con el concepto de area

y establezca la ley de correspondencia.
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an

(12)

13)

(14)

Se define F: Z —— Z tal que F(n) := n + 3. Demuestre que F es una funcion
biyectiva.

Sean A={x,y,z,u}, B={1,3,5,7,9} v f={(x3),(z1),w9),(y, 5}
Determine:

a)  f({x.z}) by  f({xy.z})
o  f({u}) d ({5}
e ({35} fh ({13509}).

Sean A={x,y,zt}, B={1,3,5} yg={(x,1),(,1),(z5),(x3),(t3)}

Decida si g es funcion de A en B. Fundamente.

Dados A={s,t,p}, B={x,y} y f={(s,x), (t.x), (P, y)}
(a) Decida si f es funcion de A en B. Fundamente.

(b) Indique si es Verdadero (V) o Falso (F) .

(b.1) (x,y)ef (b2) ycA
(b3) tef (b4 (,yef
(b.5) (y.t) €A (b.6) (s,x) €f
(b.7) ycAxB (b.8) (5,y)€EAXB.

£LLEE qUOOq £LLLE
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GUIA N°1

Unidad Programadtica: ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS.
Objetivos: El alumno debera ser capaz de
— Conocer e identificar los conceptos de operacion binaria interna y

de estructura algebraica.

— Identificar las propiedades de una operacion binaria interna en un
conjunto dado.

— Verificar las propiedades de una operacion binaria interna.

— Identificar las siguientes estructuras

a) grupo

b) grupo abeliano
C) anillo

d) cuerpo

— Demostrar que una estructura dada es wun grupo, grupo
abeliano, anillo o cuerpo.

— Describir y utilizar las propiedades inherentes a una estructura
algebraica (grupo, anillo, cuerpo).

— Establecer y demostrar algunas consecuencias que se deducen
de las estructuras algebraicas.

— Identificar, establecer y demostrar algunas propiedades de las
estructuras :

(Z,+,°)

Q+,)
R, +,°)
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1]

2]

[3]

[4]

En Z" se define la operacion binaria interna y por : a%b = a’.
1.1 Determine si la operacion % es conmutativa.

1.2 ;Laoperacion % es asociativa?
1.3  En caso que exista, calcule el elemento neutro para la operacion .

Sea B = {(a, b) € R? /a= b} y se definen en B las leyes de composicion
internas o y A como:

(a,a)o(b,b) = (a+b,a+Db)
(a, a) A (b, b) := (ab, ab)

Sabiendo que : (B, o) es un grupo abeliano, A es asociativa y conmutativa.
Demuestre que : (B, o, ) es un cuerpo.

Sea S=Q x Q ysedefineen S laleyde composicion interna # como:

#:S X S——S

((a,b), (c,d)) ——(a,b) #(c,d) == (a+ b, cd)

(Existe elemento inverso en el conjunto S, para la operacion # ?. Justifique.

Sea el conjunto T ={xeR/x=a+by/3; abeZ}. Considere las
operaciones + y - usualesenR. jEs (T, +, ) un anillo?. Justifique.
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[5] Sean K = {a, b, c,d} y las operaciones binarias internas ¢ y % definidas
mediante las siguientes tablas:

alo|oe]|
o0 (o | e
ool |oc|o
ol alo|o
O |loe | Al
alo || s | %
IS ESHNSHESHES
alo|o|~ |
olv|lo|m|o
oo |l

Las operaciones ¢ y s son asociativas y ademds la segunda distribuye a la
primera.

5.1 Determine si (K, ¢, % ) esun cuerpo. Justifique su respuesta.
5.2 Resuelva en (K, ¢, % ) las ecuaciones:

a) cox=Db

b) (x od)*xc=D.

[6] Dado el conjunto M = {1,-1,i,—i} y como ley de composicion interna, la
multiplicacion usual con %= —1.

6.1 Construya la tabla de doble entrada.

6.2 Demuestre que (M, ) es grupo abeliano.(Suponga que * es asociativa)
6.3  Resuelva en (M, *) la ecuacién x> = —1.

(7] Dadas las operaciones definidas mediante las tablas siguientes:

+10|1|2 0|12
00|12 0101010
1111210 110112
21201 210121

Determine todas las soluciones del sistema de ecuaciones:

{2-x+ y =0

|
—_

x +(-2)y =
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8]

9]

[10]

En A={a,b,c} sedefine la ley de composicion interna o por:
ola|b|c
alclal|b
bla|b]|c
c|bjcla
8.1 Determine el elemento inverso de (a o ¢ !). Justifique.
8.2 Suponga que o es asociativo en A. Resuelva en (A, o) justificando cada
uno de sus pasos la siguiente ecuacion:
(box)oc =coa
8.3 Fundamente las razones por las cuales la ecuacion anterior admite una
solucidn unica en A.
En Z se definen las operaciones * y -, por:
axb=a+b-1 y ab:=a+b—ab.

Suponiendo que (Z, * ) es grupo abeliano. Demuestre que (Z, *, - ) es un anillo
conmutativo con unidad.

Sea S = {a, b} con las leyes adicion y multiplicacion definida por:

b
alal|b a a
b|lb|a blal|b

Verifique si (S, +, *) es un anillo.
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[11]

[12]

[13]

[14]

Dado el conjunto D = {0, 1, 2} y las leyes de composicion interna definidas por:

| = O es
O] Il i )
el I NS ) )
S| o
N = O F*
O] el i )
N =] O =
NSNS NI O} I \S)

Determine si el conjunto D posee neutro para cada ley dada y ademés encuentre el
simétrico de cada elemento (en caso que exista).

Sean J={(u,v)/ueR A veER}ylaoperacion binaria interna en J dada
por:

(X, y) #(r,t) .= (r* +xy, 0)

Averigue si # es asociativa en J. Fundamente.

Sea G=]-1,1[={ueR /-1< u <1} .Sedefine A la operacion binaria
interna en G por:

. atb
a/Ab:= 12ab

13.1 Paracada u € G, determine su inverso con respecto a la operacion A .

132 Caloule {\/gA L }

-1

Sea G=R x R-{(0,0)} y se define la ley de composicion interna * como:
(a, b) * (¢, d) :== (ac, bc + d)
14.1 ;Es verdad que: para todo (a, b); (c, d) perteneciente a G se cumple que:
[(a, b)*(c,d)] "t =(a,b)"! *(c,d)"!?. Fundamente su respuesta.

14.2  Calcule [(1, 10)*(2, 7)] L.
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[15]

[16]

[17]

[18]

Sean F={f: A—— 7}, /A una operacion binaria interna en F, tales que

A:FxF——F donde (fA g)(a):=f(a)+ga), VaeA.
(£, g) |—— fAg

Demuestre que (F, AA) es un grupo abeliano.

En A=7Z x Z, se definen las leyes de composicion internas + y * como:
(a,b)+(c,d) = (atc,b+d) y (a,b)-(c,d) = (ac,0).

Suponiendo que ( A , + ) es un grupo abeliano. Averigue si ( A, +, * ) posee
estructura de cuerpo. Justifique.

Para G=R x R-{(0,0)} se definen las leyes de composicion interna: * y $
*x :GxG——G
((a,b), (¢, d)) — (a, b) *(c, d) := (ac — bd, ad + bc)
$:GxG—G
((a,b), (c,d)) ——(a,b)$(c,d) :==(a+c, b+d)

Considere que (G, * ) es grupo abeliano y averigue si (G, x , $) es un anillo.

Sea P=R x R—{(0,0)} y se define la ley de composicion interna
o :PxP——P
((X7 Y)a (Za W)) — (Xa Y) 34 (Za W) = (X +z, y + W)

(Existe elemento inverso en el conjunto P para la ley ¢ ?. Justifique.
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[19]

[20]

Sea E = {0, 1, 2, 3} y se definen las leyes de composicion internas A y o
mediante las tablas de doble entrada.

Al0[1]2]3 o|0]|1|2(3
0 (0(1]2]3 0/]0(0(0]0
1 11121310 1(0(1(2]3
2 21301 210121072
3 13]0]1]2 31013121

Sabiendo que (E, A) es grupo abeliano y que o es asociativa. Encuentre, si
existe(n), la(s) solucidon(es) de cada una de las ecuaciones siguientes :

19.1 x0(3A3)o(1A2)=0
19.2 BA0o(1A)ox=1

Sea L=1{ay, a, a,, a3, a4 }. Se define la ley de composicion interna o como :

aj 03 == aj4j , si 1+j<5
aj 0 3j ‘= Ajyj-5 , si 1+j]>5
20.1 Construya la tabla de doble entrada paralaley o.

20.2 Averigue si (L, o) posee estructura de grupo abeliano. Asuma la
asociatividad de laley o .

AAAAA YVYY AAAAA
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GUIA N°2

Unidad Programadtica: NUMEROS REALES.
Objetivos: El alumno debera ser capaz de:

Demostrar propiedades de los numeros reales que involucran los
axiomas de cuerpo y/o axiomas de orden.

Resolver una inecuacion lineal, expresando su solucién como
intervalo o como unidn y/o interseccion de intervalos.

Resolver analiticamente una inecuacion cuadratica, expresando su
solucion como intervalo o como union de intervalos.

Resolver ecuaciones con una variable que involucren la funcion
valor absoluto.

Aplicar las propiedades de la funciéon valor absoluto para obtener
expresiones equivalentes como desigualdades.

Demostrar desigualdades que involucren tanto la aplicacion de las
propiedades de ellas, como el uso de las técnicas de demostracion
utilizadas en la obtencién de dichas propiedades.

Aplicar correctamente las propiedades de las desigualdades para
resolver una (in)ecuacion dependiente de uno o mas parametro(s),
estableciendo las restricciones y/o andlisis pertinentes.

Decidir, justificadamente, si un conjunto es acotado y determinar
sus elementos notables, cuando existan.
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NUMEROS REALES 2.1

1] Utilizando las propiedades algebraicas de R, demuestre que:
a) a-0=0;, VaelR
b) —(1-a)=(-1)ya; VaeR
) a(-b)=(—a)b=-—ab; VabeR
d) —(-a)=a; VaeR
e) ab=(—a)(-b); VabelR
f) (@y'=a, VaeR-{0}

g) (@) '=a'l-b!; VabecR-{0}

hy 2 S=2N . vab e deR b#£0,d#0
) -0=0
i) —a—b=—(a+b); VabeR

k) a—(b—c)=(a—b)+c; Vab,ceR
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2]

[3]

1) (a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd; Vab,c,deR

m) ab=0 = (a=0 Vvb=0) VabelR

n) a?=b> << (a=b V a=-b); VabecR.

Resuelva en R, fundamentando cada paso, las siguientes ecuaciones:
a) ax +b=c

b) 5x +8+4+3x —2=2x

c) 3(x+2)=5x

d) 72 —4x)=5(x —9)

e) x—1)yx+2)=0.

Determine, justificadamente, el resultado de:
(M, +Np + P1)(Mz +N; + P3)

donde M;, N, P ,M;,, N, y P, sonnimeros reales.

oo ofo o o ofo \ A A 4 oo ofo %o ofo oo
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NUMEROS REALES 2.2

1) Use las propiedades algebraicas y de orden en R para demostrar que:
1.1) (0<a<b)y (0<c<d) = ac<bd
12) 0<a<b = a’<b?

13) a>0 = >0

14) a>b>0 =

© [

<

o=

1.5) ab#0 = a>+b>>0

1.6) a>1 = a’>a
1.7) 0<a<b = a<+/ab <%(a+b)
1.8) (a+b+c)> > 3(ab+ bc+ ca)

1.9) p+% > 2 paratodopenR

1.10) Sip.qeR y p<q entonces p < %(p+q)<q

1.11) 0<p<1l = p*<p

1.12) a? +b%? 4 c? > ab + ac + be para todos niimeros realesa, b y ¢

1.13) 2(p® +q* +1°) > qr(q + 1) + pr(p + 1) + pq(p + q) para todos p, q, r en R*

Ayuda: x° +y° > x’y +y*x

L14) 0<x<y <= /x<fy.
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2)

3)

4)

)

6)

7

Demuestre que para todos a,b € R", a # b se tiene que:

2 2
a) %+%>%+% b) a+b<%+b;
) a+b>2yab d) a’ +b% > 2ab
1 2ab
e 3@+b)> (ajb)

Sean a, b, ¢, x,y, z € R, tales que: a?+b>+c?=1 y X2+y2+22=1.

Demuestre que: ax +by+cz < 1.

Sia, b > 0, demuestre que:

V@+b) </a+vb.

Entregue un ejemplo numérico donde se cumpla la desigualdad en forma estricta.

Sean a, b, ¢, d numeros reales positivos tales: % < % . Pruebe que:
a atc c
b < btd < d-
1 7 4
Deduzcaque 5 < 7 < 3.

Si a, b, ¢ son nimeros reales positivos no todos iguales demuestre que:
(a4 b+ ¢)(bc + ca + ab) > 9abc.

Pruebe que

> x>+ xlz

3,1
X+X3

para todo x > 0. ;Cuando es valida la igualdad?

Shddddd K K K hodoods
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NUMEROS REALES 2.3

1) Resuelva las siguientes inecuaciones lineales en una variable expresando su
solucion como intervalo o como union de intervalos:
1.1) a) S5x+3<4 b) 4x —5>3
1.2) a) 12x —3—-5x—2>2x—4
b) x+10—-5x+12 < 8x + 12

(2x+1) C2xt1)

1.3) a) x=1) >0 b) ) <2
5x X 1
1.4) a) (x14) >4 b) (x+1) Z 1D
1 1 X 2
© x-3(x-2)=x+5 & FE T G <4
4x+1
e) 1 ((x—2)) 5.
2) Resuelva las siguientes inecuaciones cuadraticas:
2.1) a) x-3)x+2)<0 b) x+4)x+5=>0

2.2) a) 5% +8x —3 > x% —3x b)  2x? —4x—3<3x+2

x> +x—6 (x*—4)
23) a) >0 b a5 >2
x> —5%x+6 x+4 3 1
9 Y>3 YV &2 4D

e) 1<x?—2x<2.
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3)

4)

)

Resuelva las siguientes ecuaciones e inecuaciones lineales de una variable que
involucran a la funcion valor absoluto.

3.1) a) Ix+3|=4—x b) xX+2| +[x-2|=

c) |3x +2|=5—x.

32) a)  |x—5|—|x—1|>8 b) 5<|6x+5|<12
¢ |[Ax+3[+|12x—1]<6 d) ‘§‘<1
Gx+1) (@x+1)
€) x12) f) (x13)
1] [2x43 _
33) a2 b X1 2<axtd
x[—4  |x[—
¢) X+4 < x5 d) x| =3[ > [|x] = 5] .

Aplique las propiedades de la funcidon valor absoluto para demostrar que las
proposiciones dadas son equivalentes.

41) xe]—41[ 42) x€]-o0, 3 [U]3. 00

xe{xeR/|[2x+3| <5} xe{xeR/|5x—-2| >1}.

5.1) Determine el conjunto de valores de m  para quela ecuacion
mx? — (m 4+ 1)x + m =0 tenga raices reales.

5.2) Aplique correctamente las propiedades de las desigualdades para resolver
la inecuacion lineal dependiente del pardmetro a .

a) ax+3 <1 b) lax +2| < 3.

5.3) Determine los valores de k para los cuales las raices de la ecuacion
cuadratica dada sean complejas.

a) x>+kx—k=0 b) (k+1)x> —2kx+1=0.

7 INGENIERIA - ALGEBRA I - Siglo XXI - GR. ALG./scj




UNIVERSIDAD DE MAGALLANES - FACULTAD DE CIENCIAS - DPTO. DE MATEMATICA Y FiSICA

6)

7

5.4) Calcule los valores de k para los cuales se verifica que
x? 4 (2k 4+ 1)x + k(k + 3) > 0 paratodox € R.

5.5) Determine los posibles valores de k € R de modo que la ecuacion
k|k|x? + kx + 1 = 0 admita dos soluciones reales y diferentes.

Resuelva las siguentes inecuaciones:

VAL 6.2) V/x > x

—x24x—2 =

6.1)

5

(x=2)*(x*~3)

63) GrreeroD O 64) Vx—1 <+/2x—3

6.5) /x+6 —+/x+1>2x-5
6.6) 8x—3>./(x—6)(x—9)
67 6x+3<v —-x2—x+6

6.8) 2x—+1x—1 <0

69 Vxi+x+1>(kx-2).

Determine cuéles de los conjuntos siguientes son acotados inferiormente,
superiormente, cudles son acotados y cuando corresponda, obtenga maximos,
minimos, supremos, infimos.

70) |- oo, — 2] 72)  [5, o0
1
73) {xeZ/ -1<x<1} 7.4) {XER/X—H,nEN}

75 {xeR/x=(-D"+f.neN}

. (2n+43)
7.6) {XER/X——(\/gn_z),neN}
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8)

10)

11)

Determine supremo e infimo (si existen) de los siguientes conjuntos A, B, AN B,
A UB para:

81) A={xeR/[x|>|1-x|}, B={xeR/x*-1<0}

82) A={xe€Z/x=2n+1}, B={x€Z/x=7n}

Sean A={xeR/|3x+7| < —4x}, B={xeR/|x|—-[|x—-1]>1}
9.1) Determine (si existe) sup A

9.2) Explicite el conjunto de cotas superiores de B.

Sean los conjuntos A, B, C y D dados respectivamente por: A =7Z, B=17, 10[,
Cc={15}, D=AUBUC.

10.1) Determine si existen o no, y en caso de existir, indique cuéles son: maxD,
minD, inf D, supD .

10.2) ;D es acotado? Justifique.

Sean A, B subconjuntos de R y sea ¢ > 0. Se definen los conjuntos A+ B y cA
como sigue:

A+B:={at+b/acAbeB} y cA:={ca/acA}
Supongamos que A y B estan acotados superiormente. Demuestre que:
sup(A + B) = supA + supB y que sup(cA) = c(supA).

(, Qué sucede con sup(cA)sic < 0?

HIEAERER ddd HKAEREAEAR
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GUIA N°3

UNIDAD PROGRAMATICA: ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS.

Objetivos: El alumno debera ser capaz de

Simplificar expresiones exponenciales y/o logaritmicas.

Aplicar correctamente las funciones exponenciales y/o
logaritmicas en la resolucion de problemas que las involucren.

Resolver ecuaciones, sistemas de ecuaciones exponenciales y/o
logaritmicas, analizando el conjunto de soluciones posibles.

[1] Escriba el equivalente exponencial de los siguientes enunciados:

A)
)
E)

G)

log,16 =4 B) log81=4
logl0 =1 D) log0.1=-1
log,2 = % F) log,x=b
log,a=—c H) In1=0.
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[2] Determine x € R tal que:

A) log 8 =3 B) log 0.01= —2
(0} log(ax) = log(ab?) D) log(x+5)3 =2

E) -5 P 5=3

G) x¥?*=125 H)  /x=8.

[3] Aplique las propiedades de los logaritmos para escribir el desarrollo de las

expresiones :
ab
A) log(ﬁ) B) log(< [)
C)  log(a? —b?) D)  log(4*)
ab\’ at
E) log ( o ) F) log b
2a+/3 212
G) 10g<5bTx3> H) log(%)

I log (a3 + b3).

[4] Determine la expresion que corresponda al desarrollo de:
A) loga + 2logb B) log(a + b) — log(a — b)
(0)) xlog2 + (x — 5)log3 — log2 D) %logx — %log(x + 3)
E) log(x 4+ 3) + log(2x) — log(x +5) F) nloga + alogn
G) — 2log,x + 3log,(2x) + log,(x — 2) H) 2logx — 3logy + z

D 1+ log,a+ %10g3a3 — 410g3a6 .
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[5] Calcule el resultado de las siguientes expresiones :

A) log,27 4 log,8 + log; 1

B) log,; (243 ) + log,, <23423 )

O) (log\/_) (log,,16) (log,,8)

D) logs/s( ) log, ( 243

E) log (m*+n®+2mn)log  (m?+ n®—2mn).
[6] Resuelva las siguientes ecuaciones:
A  2X=64 B) 2*xl=1
[9) gx+l =9 D) 32 = x+3
E) 21%3=3% F) a¥ 3 =1
G) 2b*=3 H) a*=104
) 255 — 655 +5=0 J) 7 7t _8=0

K) S¥24+1=(10+5%5" L) logx® +log’x +6=0
M)  (log,x)(log,x +1) =2
N) log(7x — 9)* + log(3x — 4)*> =2

0) log(x + 1) + log(2x + 1) = log(x + 2) + log(5x — 7)

IR S
(4—logx) ' (3+logx)

P)
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[7] Resuelva los siguientes sistemas:
A) 2logx — logy =3 ‘ B) logz(x3y) =6
log(xy) =3 (2log,x)(log,y) = 6
&) log,(ay) = p D) logx +logy =3
log, (bx) =q 5x% —3y? =11.300
E) logzx + logzy = %logza F) 22X 2% = _ 240 ‘
xy = a? 328 —2:2Y= —-20
G) 3 _3¥=6 H) 3b* — bY =2b?
3x+y+2 =18 bty = b4
) 32X 4 logy =109 J) 31Xy =47y
3*/logy =30 2 l=3

[8] Explicite el conjunto solucion del sistema de ecuaciones

log, 100 — log,10 = 0
logx + logy = 1

AAAAA Hdhd AAAAA
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GUIA N°4

Unidad Programadtica: TRIGONOMETRIA.

Objetivos:

NOTA :

El alumno deberd ser capaz de:

Evaluar expresiones trigonométricas que involucren los angulos
/3, w/4, 7/6 6 sus multiplos, sin usar calculadora.

Dado el valor de una funcién trigonométrica, determinar los
valores de las demés funciones.

Simplificar expresiones trigonométricas.

Aplicar correctamente las funciones trigonométricas en la
resolucion de problemas que las involucren.

Aplicar las identidades trigonométricas fundamentales en la
demostracion de otras identidades.

Resolver ecuaciones trigonométricas analizando el conjunto de
soluciones posibles.

Las identidades y ecuaciones trigonométricas involucran los
siguientes contenidos :

Angulos simples.

Suma y diferencia de angulos.

Multiplos de angulos.

Transformacion de sumas en productos y viceversa.
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0y

2)

€)

C))

S)

Evalue las expresiones

a) sen(277/4) b) sen (—197/3)
c) tg (237/6) d) cotg (-357/4)
e) sec(—1317/3) f) cosec(—587/3)

Indique el signo de cada expresion (no use calculadora)

a) sen 2 b) tg 4
c) sen(—117/6) d) tg (—5m/4)

Determine los valores de sena, cosa y tga bajo las condiciones siguientes:

a) sena = 15—3 tal que 0 < a< 72
b) cosa = — % tal que 0 < a < 372
c) tga = — % tal que 2 < a < T

Determine el valor de las otras funciones trigonométricas de « si:

a) senq = % b) cosa = — %

) seca = 7? d) sena = 4? ycosa < 0
e) seca = \/5 y « pertenece al segundo cuadrante.

f) cotga = — % y « pertenece al cuarto cuadrante.

) cos(2e)—sen? (a+) . 1
Evalte = sisena= — = ycosa > 0.

g(a—7) 2
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(6) Verifique las siguientes igualdades:

v ()i ()=t en(5) =5 (e ()

c) 4sen2<%) +3secz(%> —2cotg2<%> =1

) -o(5) sl F)en(3) o

cotg(§)—ta(5) —see(3) _
e) cos(ﬁ)—sen(z) \/5

2 2

d) sen <

ENE
STE)

@) Exprese en forma mas simple

2) sen(—a) 18 (04"‘%) cosa
sen(m+a) cotga sen(a+5)
b) cos(oz—l—g) sec(—a) tg(r—a)

sec(2m+a) sen(m+a) cotg(a—7)

8 Demuestre o refute

a)  sen(+ ) cos(r — B)cotg( + 5)=sen(5 — T)sen(f — 2 )tg( — )

sen(m — 3)  tgB  cos2m—p3)

b = sen

) Tuerd) @D send &
c) sena(seca + cosecar) — cosa(seca — Cosecar) = seca CoSeca
d) cotg’ar — cos’ar = cotg’ar cos’a

) cosa , _sema
¢ 14+tga ~ 14-cotgA

= seno + cosa
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€)

(10)

an

(12)

Demuestre que

a) tga sena + cosa = secq
l—senf3
b) 1+sen3 secf — tgf
) sen’a + cos>a = (sena 4 cosa)(1 — senacosa)

tg(B—+tgy _
d) 1—tg(B—)tey g0

Transforme los siguientes productos en sumas.

a) sen(3a) cos(5a) b) cosx sen( % )

Transforme las siguientes sumas en productos.

a) sen ( % ) — sen ( %) b) cos(6/3) + cos(7/3)
Demuestre que

sen(7a)—sen(S5ar)
a) cos(7a)+cos(5a) tga

b) 1+ tg(2a) tga = sec(2a)

senx—seny 1
c) COsX+cosy tg ( 2 (x— Y))
d) sen(5x)—sen(2x) _ cotg(7x/2)

cos(2x)—cos(5%)

sen(2x)+sen(Sx)—senx _
€) c0s(2x)+cos(5x)+cosx tg(2x)
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13)

tgx —cotgx

= 24 _
tgx + cotgx Zsen’x — 1

1 1 2sen
g) tg ( ) (x+ Y)) +1g ( 2 (x— Y)) - cosx—!—c)z)sy

h) senx sen(x + 2y) — seny sen(y + 2x) = sen(x — y)sen(x +y)

1+sen(2a) __ [ tga+1 ]2

) 1—sen(Re) | tga+1
i) 1+tga seca. __ 2cosq
] secq 1-tga 1-tga

Resuelva las siguientes ecuaciones trigonométricas, obteniendo su conjunto
solucion en [0, 27

a) 4sen’x + 8senx +3 =0 S={%, HTF}
b) 4senxcosx — senx = 0 S= {0,1.23, 5.05}

2 L s-{z, 5% Iz lix)
¢) sen“x = g, 2, 5° 6
d) 2sen’x + 3cosx = 0 S = Tﬁ, Tﬁ}
e) cosecx = 1 + cotg?x S= %}
f) 4cos*xcosecx + 8cos’x — 3cosecx = 6 S= %, 5%, 7—7T, HTW}
g tg'x— (l+ﬁ)tgx+ V3 =0 s={§, z, T”,%” }
h) secx — tgx — cosecx + cotgx =0 S = %, %ﬂ}
i) 2tgx+2senx—2tg2x senx =0 S=40, %,7‘(‘, %}
. s T \_ _Jrm 57w
J) 3tg<x—ﬁ)—tg<x+ E)_O S= 4> ;1 } S
k) sen(2x) — cosx =0 SZ{g, TW, %, %}
1) senx = —sen(%) S={O, 4m

vl

I
=\
»—A|\]

3
—_
Ne)
3
——

m) (sen(zx) +/3 cos(zx))2 ~5=cos(2x— %) S
n) senx sen(2x) sen(3x) = % S=¢

0) sen’x + cos’x =1 — %sen(2x) S= {0, %}
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(14)

(15)

(16)

17)

Sea ABC un tridngulo rectangulo de catetos a y b, hipotenusa ¢ y altura
correspondiente a la hipotenusa h. Resuelva el tridngulo rectdngulo, en cada caso,
con los siguientes datos:

) a==-  a=0.m] b f=-—2=  h=015m)
0 a=73 a—b=0.1[m]

Sea ABC un tridangulo cualquiera de lados a, b, ¢. Resuelva, en cada caso, con la
informacion dada:

a) a=b h = 8[m] ¢ = 12[m]
b a-5 g=1x ¢ = 0.4[m]
¢ a=15[m] b =18[m] a=23

d)  a=5[m] b = 4[m] cos 7y = %

e)  a=4[m] b=1/10 [m] c=+/2 [m]

a) Demuestre que el area de un tridangulo ABC se puede obtener como:
Area = %absenfy = %bcsena = %acsenﬁ .

b) Determine el 4rea de un triangulo ABC dados AC =7.41, AB=286.9y el
anguloBAC = 1.20[rad].

Un asta de bandera est4 colocada verticalmente en lo alto de un edificio; a 12 [m]
de distancia, los angulos de elevacion de la punta del asta y de la parte superior
del edificio son de 3 [rad] y % [rad] respectivamente. Determine la longitud del

asta.
(R: =~ 13.86 [m])
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(18)

19)

(20)

21

(22)

(23)

(24)

Un observador cuyos ojos estan a 45 [m] por encima de una carretera, halla que el
angulo de elevacion de la punta de un poste es 0.3022[rad] y el angulo de
depresion del pie del poste es 0.1501[rad]. Determine la altura del poste y la
distancia al observador.

(R: ~ 13.77 y 29.75 [m])

Determine el d&ngulo de elevacion del sol cuando la sombra de un poste de 4 [m]
de altura es de 2\/5 [m] de largo.

El angulo de elevacion de la parte superior de wuna torre es de

%[rad],acercéndose 100[m] se encuentra que el angulo de elevacion es de

% [rad]. Determine la altura de la torre.

Un trozo de alambre de 5.5 [m] se dobla para formar un triangulo. Un lado tiene
1.5 [m] y el otro 2 [m]. Determine los dngulos del tridngulo.

Demuestre que para cualquier triangulo ABC se cumple:
a) a> 4+ b% + ¢? = 2(bc cosa + ac cosf3 + ab cos?)

cosa | cosf  cosy _ a’tb’ic?
b) a T b T ¢ 2abc

En un tridngulo rectangulo, la diferencia de los cuadrados de sus catetos es igual
al doble del producto de éstos. Calcule la medida de sus dngulos agudos.

T 3
(R.8,8>

Un barco navega 120 millas nauticas en direccion N 1.396 E y luego 200 millas
nauticas en direccion S 0.3491 O. ;A qué distancia se encuentra entonces del
punto de partida y en qué direccion?
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(25)

(26)

27)

(28)

Un cable con extremos fijos a un postre y a un terreno llano, forma con éste, un
angulo de 1.2217[rad]. En un punto situado a 0.635 [m] mas lejos del poste que
el cable, el angulo de elevacion del extemo superior del poste es de 0.6458[rad].
(Cual es la longitud del cable?

Desde un barco que se halla en el mar, el &ngulo que subtienden dos puntos A, B
es de %[rad]. El barco navega 4000 [m] en direccion de A, el angulo es

entonces de % [rad]. (A qué distancia esta el barco del punto B ?

Tres ciudades A, By C ubicadas en linea recta se abastecen de energia eléctrica
de una central D. La distancia entre Ay B es p, la distancia entre By C es q, la
distancia entre D y C es a, y la distancia entre D y A es ¢. Calcule la distancia
entre Dy B en funciénde a, ¢, pyq.

En el tridngulo de la figura rectingulo en C, se tiene que b = AC = 0.90[m]
y p=BD=0.96[m]. Calcule =2 ABC

TYYYYYY tii Yrrrrry
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GUIA N°5

Unidad Programdtica: NUMEROS COMPLEJOS.
Objetivos: EL alumno debera ser capaz de
— Visualizar la estructura (C, +, ©) como cuerpo .

— Desarrollar las expresiones que involucren la suma (resta),
multiplicacion y divisidn con numeros complejos, expresados en la
forma (a, b) o (a + ib) .

— Conocer y aplicar las propiedades de: conjugacion, mddulo, parte
imaginaria y parte real de un numero complejo .

— Aplicar correctamente las propiedades que se deducen de la
igualdad de nimeros complejos .

— Resolver ecuaciones en C .

— Expresar un nimero complejo dado en forma canonica, en forma
polar y viceversa .

— Multiplicar, dividir, obtener potencias y raices de numeros
complejos expresados en forma polar .
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1.-

Obtenga la forma a + bi de los siguientes numeros complejos:

1.1 (1—-4)@+11)— 1 +i)! 1.2 A-i)’a+i)

2i 714 i (1+1)
13|55 4 Gt
Calcule: i =37 + 2 (1 —i* — (-0,

Resuelva las ecuaciones siguientes:
3 (1+1)z=2-1.

3.2 24+72724+z41=0 (Fl: Z3+22+Z+1:Z(22+1)+(22+1)).

Demuestre que el numero complejo z = %(1 — \/gi) satisface la siguiente
3 1
(z+1)  z 1.

ecuacion:

Obtenga las tres soluciones de la ecuacién z> — 1 = 0. Denotelas por 1, a y b,
demuestre que:

51 a=>0b’ 52 b=a’ 53 ab=1.

Dados z, w € C, demuestre que:

6.1 Z°W=W-Z 6.2 (—z)’lz—(z’l), z#0
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10.-

11.-

Sean w, z € C, demuestre que:
71  Re(w) < |w| 7.2 Re(wz) < |w||z|

73  Re(wWz) >—|wl|z|.

Factorice la expresion dada, en factores de primer grado, en el cuerpo de los
niimeros complejos.

81 x>+x+1 8.2 §—§x2+49
83 2x2—2x+1 84 3x2—2x+1.

Ayuda: Siq > 0entonces (x +p)* +q= (x+ (p—iy/q))(x+ (p+1/q)).
Como ilustracion considere

a2 —1x+ 3= 4(x— (3-1)) (x= (3 +1)).

Demuestre que para todos x,y € R :

X+ yi| < |x|+ly] < V2 x+yi .

Suponga conocida la posicion de z en el plano complejo.  Describa
geométricamente la posicion relativa de los siguientes nimeros complejos.

z
2|

101 z+7z 10.2

Z
1

10.3

1

10.4 10.5 % 106 72

Pruebe que |z + w|* + |z — w|* = 2(|z]* + |w[?) e interprete geométricamente este
resultado.
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12.-

13.-

14.-

15.-

16.-

Halle el lugar geométrico de los puntos en el plano que representan a los nimeros
complejos que satisfacen las relaciones:

111 1< |z—2)| <2 11.2 aRez+blmz=c;ab,ce R

113 0<Imz<1 114 |z—1]+|z+1]=2.

Exprese en forma polar los siguientes nimeros complejos:

131 -4 132 —6i 133 V2-iV2
134 —/7+iV21 135 -2+i

13.6 (1—\/5)—(1+\/§)i.

(1—1\/5))18 =1.

N |—=

Demuestre que (

Realice las operaciones indicadas y reduzca a la forma mas simple.

151 (/3 + i) 15.2 (1+ i3 + (1— \/5)1)3
(-3 +) (1+1V3)

(1)

(1+i)

15.3 m 15.4

15.5 (sena — senf + i(cosa — cosf3))"

A\ [a-i\’
15.6 ((1—1)) _((1+i))'

Calcule la parte real, la parte imaginaria y el modulo de

[ 1-+cosa+isena
1+4cosf+isenf
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17.-

18.-

19.-

20.-

21.-

Calcule :
17.1 las raices cuadradas de i. 17.2 lasraices cubicasde 1 —i.
17.3 las raices cuartas de —161y de 1.

17.4 las raices quintas de 1.

8v/2-+i8v/2
17.5 las raices cuartas de <384—1>.
<%7128i>

17.6 las raices cuartas de —2 — i2\/§ y compruebe graficamente.

Sean 1, w, w? las raices cubicas de 1, demuestre que :

181 (1+w)'=w 182 (1-w+w?)(1+w—w?) =4

Resuelva las siguientes ecuaciones :
191 Z+2z+1=0 192 272 -32+2=0

193 Z*+1=0 194 (2 —2i)z> — (11 +9i)z— (16 + 6i) = 0

Determine los seis nimeros complejos que son elementos del conjunto solucién
de z8 — 1 = 0. (Ayuda: Use suma por diferencia).

Sine Ny z+#0,sedefine z":= (z") . Calcule:

4
211 (1+i)°3 21.2 (—% + 1#) y demuestre que si

n

z =r(cosa + isena) entonces z " = r "(cos(—na) + isen(—na)) .
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22.-

23.-

24.-

25.-

26.-

27.-

Siny m € N son nlimeros primos relativos (es decir, el tinico divisor comin es 1)
y z = r(cosa + isena) demuestre que la ecuacion w" = z™ tiene exactamente n
soluciones wg, w1, ...... , Wn_1, las que estan dadas por:

wy =" (cos [W] + isen[m(%zkﬁ)])

k=0,1, ...,(n—1). La relacion w" =z™ sirve para definir "z™"" .Ademas,
calcule
22.1  (1+i)*? 222 (-16i)**
2/3
223 125 22.4 (é + %) .

Utilice el Teorema de De Moivre para demostrar que:

cos(5a) = cos’a — 10cos*asen’a + Scosasen’cr.

Demuestre que: Para todo entero positivo n,

[ 1-+sena+icosa

1—|—sena—icosa} = cos [n(% —a)] + isen[n(% —a)].

Sean z, w € C, demuestre que:
251 |z+w| > |z| — |w].

252 ||z| = |w|| < |z— w]|. Sugerencia: Escriba z=z+w+ (—w), y use
(25.1) .

SizzweCy |lz+w =|z—w|, demuestrequeRe(Z) = 0.

W

Siu, v € C, demuestre que (uv +uv) € R.
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28.- Dado el nimero complejo z = (1, 4), determine el nimero complejo w tal que el
triangulo formado por: 0, z, w sea equilatero.

29.- Exprese en forma binomia y polar:
291 e ™ 292 'S 29.3 elt
30.- Demuestre que:
301 z=x+yi = [e*|=¢" 302 Imz>0= |e% <1.

EJERCICIOS MISCELANEOS

1.- Resuelva

S\ S
(e“?) Z'—2+iIm@4 —+/3i)=0.

2.- Sean z = ¢!, w = re'’; pruebe que:

ztw 1—r’+i2rsen(f—a)
z—w 1412 —2rcos(f—a)

y que, en particular

Re[1+w} _ 1—1?
1—w] = 14r>—2rcosf °
(1+)" , ..
- u ~7 , un nu Vo.
3 Calcule =2 donde n es un nimero entero positivo

Resp.:  2i®P
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4.- Resuelva cada uno de los sistemas de ecuaciones.
4.1 B—-)x+@+2)y=2+6i 4.2 Xx+iy—2z =10
@+2)x—2+3)y=5+4 X—y+2iz =20

ix+ 3y — (1 +1)z =30

Resp.: 31 x=14+1, y=1

32 x=3-1li, y=—-3-9, z=1-Ti

5.- Demuestre que:

(1+ i\/g)(l + 1)(cosa + isena) = Zﬂ (cos(% + a) + isen(% + a))

™

6.- Sea z € C pruebe que: 1z = r(cos(2 + a)+ 1 sen(% + a)).

7.- Sea ze C talque z+ (%) = 2cosa. Pruebe que :

z" + (zim) = 2cos(ma).

Ayuda: Escriba z en forma polar y luego aplique la Formula de De Moivre.

oo ofo o o oo

X
X9
X

ofo ofo oo o R
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GUIA N°6

Unidad Programdtica: POLINOMIOS.

Objetivos: El alumno debera ser capaz de

— Utilizar correctamente la division sintética para hallar cuocientes y
restos en divisiones del tipo P(x) : (x — 1) .

— Resolver problemas que involucren el teorema del factor y/o el
teorema del resto .

— Determinar los ceros de polinomios con coeficientes enteros,
racionales y reales .

— Explicitar un polinomio si se conocen sus ceros y las
multiplicidades de tales ceros .

— Determinar los restantes ceros de un polinomio si se conocen
algunos de ellos.

— Factorizar un polinomio yaseaen Q, Ro C.

— Descomponer en fracciones parciales una funcion racional propia .
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Dados los polinomios sobre R

P(x)=2x" +3x* —x® —2x* +x — 1

S(x)=6x° —x* +x—2

Tx)=x*+2x> -3

Calcule: 1.1 U(x) =2P(x) — 3S(x) — T(x)
12 W) =6P®x) + /2 T(x)

1.3 Z(x) =S(x) + 5T(x) — eP(x) .

Dados los polinomios siguientes, calcule su producto y deje expresado el
resultado como un nuevo polinomio, en el cual ya no existen términos semejantes.

2.1 2x%y3 — 5xy? — 7; 6x°y 4+ 2x°y? 4+ 3x — 1

2.2 2x%y + 3xy? — xy; 5xy? —2x°y +xy — 2.

Evalue los siguientes polinomios.

31 Px)=2x’ —-2x’+x*—1 si x=-—
32 Q(x)=3x>—4x* —10x*> +2x> —6x — 2 si x=-3
33 RE)=x'-x*+x-1 siox=2.

Para P(x) = x* — 3x® 4 2x — 1. Determine el valor de verdad de la siguiente
aseveracion: 2P(—1)=P(3) - 1.
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Efectue las siguientes divisiones.

51  4x*+5x2 —7x+3:2x* +3x -2
52 2xX34+5x2—22x+15:x*+3

53 8x° —18x —6x% —6x+22:2x> —5

54  13x3 +3x 4+ 10x° — 16 — 6x> + 4x* : 3 +2x2.

Use la definicion de igualdad de polinomios para calcular el valor de las
constantes : A, B, C, D

6.1 2x>-3x—1=AxX*+Bx+2)+Cx—-1)
62 2x2-3x—-1=Ax—-1?+Bx-1)+C
63 X -3x>+2x—-T7=A-1’+Bx-2°*+Cx-1)+D

6.4 16X +1=A2x+ 1P’ +Bx—-1?+Cx—-1)+D.

Determine el valor de la constante a y el cuociente si (X 4+ 2) es un divisor del
polinomio P(x) = x> + ax? + ax + 6. Factorice completamente a P(x) .

Factorice completamente Q(x) =x> — 19x + 30.

Determine los ceros racionales (en cada caso) del polinomio R(x) .
9.1 R(x)=2x>-3x*—-11x+6

92 REx)=x"—-6x>+11x—6

93 R(Xx)=x>+2x>+4x+21

94 Rx)=2x-3x*-12x—7.
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10.-

11.-

12.-

13.-

14.-

15.-

16.-

17.-

18.-

19.-

Exprese cada uno de los polinomios como producto de tres factores lineales
(cuando sea posible).

101 x> —x*—16x—20 102 x> —7x—6

103 3x’ +8x* —15x +4.

Determine k sabiendo que x — 1 es un factor de x> — 2kx* + 2.

El resto al dividir x* + 13x +k por (x +3) es 20. Determine el valor de k .
Determine ay b tales que x* 4+ ax> + b tiene como factores a (x + 1)y (x — 2) .

Factorice completamente.
141 P(x)=x*— 10x® 4 35x% — 50x + 24
142 Q(x)=x*+6x> +3x%> — 26x — 24.

Determine el valor de K y los ceros del polinomio P(x) = 9x* — 25x% + 10kx — k?
si(x — 1)y (x + 2) son factores .

Determine la forma de los infinitos polinomios de grado 3 que tienen a 2 como un
ceroy a —7 como cero de multiplicidad 2 .

Si P(x) es moénico y tiene grado 4. Determine P(x) sabiendo que tiene como ceros

a los nimeros reales : %, —%, -7vy5.

Un polinomio P(x) de grado 3 tiene como ceros —1, 0 y 2. Determine sus
coeficientes. (Es P(x) Uinico?.

Un polinomio moénico P(x) tiene un cero en x = 2. Determine P(x). Sefale otro
polinomio no ménico A(x) de grado 3 con los mismos ceros .
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20.-

21.-

22.-

23.-

24.-

25.-

26.-

27.-

28.-

29.-

30.-

Los polinomios P(x)= 4x> — x> + 3 y G(x)=ax(x + 1)(x—2) — bx(x + 1) + cx +d
son iguales. Determine a, b, cyd.

Si A y B son raices de una ecuacion cuadratica ax’+bx+c =0, a#0,
demuestre que A+ B=-b/a y A-B=c/a.

Demuestre que si A, B, C son raices de ax’ +bx>+cx+d =0, a#0
entonces A+ B+ C=-b/la; AB+BC+AC=c/a; ABC=-d/a.

Si A,By C son raices de 2x> — 5x> — 3x + 1 =0 encuentre los valores de:
23.1 4A+4B+4C—7ABC 232 A'+B'4+C!

233 A?4+B*+(C?.

Si —2 es un cero de 3x> + 5x% + bx — 10. Determine b y determine la suma y el
producto de los otros dos ceros.

Halle un polinomio de grado 4 con un cero de multiplicidad 3.

Halle el polinomio de menor grado con coeficientes racionales que tenga entre sus

ceros (2 + \/g)y(l —1).

Examine la multiplicidad de los ceros —1 y 1 en los polinomios

271 Px)=x*—1 272 Qx)=x>—x*—x+1 273 R(x)=2x’ —x".
Verifique que Q(x) = x* — 5x*> + 6 carece de ceros racionales.

Determine la solucion de la ecuacion polinomial x* — 4x> +2x> — 12x — 3 =0,
dado que (2 — \/5) es un cero de P(x) = x* — 4x3 + 2x% — 12x — 3.

Halle el polinomio de menor grado con coeficientes racionales que tenga entre sus
ceros2i y 2.
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31.-

32.-

33.-

34.-

3S.-

36.-

37.-

Si i esuncerodeP(x)=x*+x>—x*+ x — 2 determine los otros ceros.

Demuestre que todo polinomio de grado 5 con coeficientes reales tiene por lo
menos un cero real.

Escriba un polinomio con coeficientes racionales de grado 4 con ( 3 + \/7 ) como
cero de multiplicidad dos.

Escriba un polinomio de cuarto grado con coeficientes racionales que tenga a
(\/E + \/57 ) como uno de sus ceros .

a) Determine el namero posible de ceros reales positivos de P(x) .

b) Determine el numero posible de ceros reales negativos de P(x) .

c) (Cuadles son los posibles ceros racionales de P(x)? .

d) Factorice P(x) como producto de factores lineales y de factores
cuadraticos irreducibles .

e) Factorice P(x) como producto de factores lineales .

Para P(x) =

351  x° —x*—5x’+5x* —36x +36 352 x*+6x*+9

353 x*+xP+x?-4x-20 354 12x*+4x* -23x +x+6

355 -2+ 2x- g 356 2x° —x* - 3% —3x? —5x 2

Determine todos los ceros de Q(x)= x> — x> + 4x* — 3x + 2, sabiendo que cada
uno de los ceros %(1 + i\/g) y %(1 — i\/g) tiene multiplicidad dos.

Descomponga en fracciones parciales :

—Xx+22 x°+1
S CC e 37.2 (x2+x+1)?
373 x>—12x+18 37.4 (x2+1)?
: x3—6x249x : x2—2x—8
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2x3 +3x+6 x3 +X2 —2x
315 Soeio 376 15—
2x3+7x+5 1
317 Graeia 318 o
1 (x+2)?
319 ) 3110 S 2)

ALGUNOS PROBLEMAS DE PRUEBAS GLOBALES.

Dados: - p(x)=3x> —2x> +5x* — 1
- q(x) =2x* —4x3 —5x> +2
- h(x) = 2p(x) — q(x)

Determine : 1.1 h(x) 1.2 h(3) —h(-1)+3.

Halle los valores reales de a y b de modo que sean iguales los polinomios 1(x)
y s(x),donde r(x) = 5a%x? + 2a’x +2b°x> y  s(X)=3b’x + 53x% + 6x.

Sea p(x)=2x> +bx? 4+ cx +d. Encuentre las constantes reales b, ¢ y d, si se
sabe que

- p(0)=2+b.

- Al dividir el polinomio por (x + 1) daresto (b 4 d) .

- Un cero del polinomio p(x) es 1.

Si el polinomio p(x) = x* + ax® 4+ bx*> — 18x — 12 se divide por (x + 1)(x + 3) el
resto es (2x 4+ 3). Determine los valoresde a y b.

Determine las raices y el coeficiente k de la ecuacion polinomial
x> —3x* +kx +75=0

sabiendo que una raiz es la opuesta de la otra .
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10.-

11.-

12.-

13.-

Dado el polinomio p(x) = 6x> — n’x? + mx — 3n, obtenga m y n de modo que :

6.1 Al dividir p(x) por (x — 2) el resto sea 21. 6.2 — 1 sea un cero de p(x).
6.3 m y n son nimeros enteros .

Dado el polinomio p(x) = a?x® + b*x* + abx® + 5x* + 2x — 26. Determine
todos los valores a y b, (silos hay) de modo que (x — 1) sea un divisor de p(x)
y que al dividir p(x) por (x + 1) el resto sea —24 .

Determinea y b e R para que el polinomio p(x) = x* 4 2x> —x*> +ax + b,
sea divisible por (x? — 1) y encuentre todos los ceros reales de p(x) .

Determine a y b en el polinomio p(x) = x*+ax’>+b y factoricelo
completamente si dos de sus factores son (x + 1) y (x — 2).

En cada caso determine los ceros y factorice el polinomio dado

10,1 gqx)=x* +4x> — 10x* — 28x — 15
102 r(x)=2x" —4x* +4x° — 8x*> + 10x — 4.

Al dividir x* +bx?>4+cx+d por (x+p)* se obtiene exactamente (X -+ a)
Demuestre las siguientes afirmaciones:

111 b—-2p=a 112 c—p?=2ap 11.3 d=p’a.

Sea p(x) un polinomio tal que gr(p(x)) > 3. Si se sabe que al dividir p(x) por
(x — 3) el resto es 2, que 2 es un cero de p(x) y ademés p(4) = 6, encuentre el
resto al dividir p(x) por (x — 2)(x — 3)(x — 4) .

Descomponga en fracciones parciales

5x3+8x 421
H(x) = (

x2—4x—5)(x+1) °
( Calcular el valor de las constantes es parte del ejercicio. )

AAAAA SHhde AAAAA

INGENIERIA - ALGEBRA I - Siglo XXI - JVG/scj




UNIVERSIDAD DE MAGALLANES - FACULTAD DE CIENCIAS - DPTO. DE MATEMATICA Y FiSICA

GUIA N°7

Unidad Programdtica: NUMEROS NATURALES

Objetivos: El alumno debera ser capaz de:

— Demostrar proposiciones algebraicas mediante el método de
induccion.

— Calcular el valor de expresiones que contengan simbolos de
sumatoria y/o productoria.

— Deducir formulas para expresiones que contengan simbolos de
sumatoria y/o productoria.

— Dado un conjunto ordenado determinar si sus términos estan en
Progresion Aritmética o Progresion Geométrica.

— Explicitar una Progresion Aritmética o una Progresion Geométrica,
conociendo la informacion adecuada.

— Dada una expresion binomial determinar el término k-ésimo, el
término independiente, el(los) término(s) central(es) de su
desarrollo.

— Aplicar los contenidos de la unidad en la resolucion de problemas
practicos.
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INDUCCION.

1)

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5
1.6
1.7

1.8

2)

2.1

2.2

3)

31

3.4

En los problemas del 1.1 al 1.8 demuestre la formula que se indica utilizando la
induccion matematica. Suponga que n es un entero positivo o no negativo.

1+3+5+ ..+ (2n—1)=n?

1 1 1 1 _ n(nt3)
123 T 234 T 345 T T hmiDm2) | Aot @nt2)

1 n

1 _
6 n(n+1) (n+1)

1 1
3teg T2t T

1-243 &4 (- 2= (1" 'n@+ 1)
2n>1+n

(1+hn>1+nh,conh>-1

3n>1+2n

(x" — y") es divisible por (x —y), X #y

Considere la formula siguiente:
1+34+ .. +@2n+1)=25+m+1)%,neN.

Demuestre que si ella es verdadera para algiin natural n, entonces lo es también
paran + 1.

(, Es verdadera para todon € N ?

Demuestre que las siguientes proposiciones se cumplen a partir de cierto n0
Halle el valor minimo de este nO0.

2n > n? 32 2n>n’ 33 7Tn+6<2n*—38

3n% +2 > 15n + 20 35 (p—2)!>3° 3.6 7°+4"> 100n

2 INGENIERIA - ALGEBRA I - Siglo XXI - JVG/scj




UNIVERSIDAD DE MAGALLANES - FACULTAD DE CIENCIAS - DPTO. DE MATEMATICA Y FiSICA

3.7 719207 412 es divisible por 342

|2 n |
38 At T oy T T

SUMATORIAS Y PRODUCTORIAS.

4) Resumir mediante sumatorias o productorias
41 244484420 42 Loy L Lo
: : 12 23 34 n(n+1)
43  xx2x.xM? 44  122%3%......(n—1)>.
5) Calcule las siguentes sumas:
10/ 1\k 501y, o
5.1 1;)3(5) 5.2 kz(;k +24)
= =1

i=1 \ j=1

53 i (iah) 5.4 i < 3 (12 + 3J)>

6) Determine una férmula para las siguientes sumas:
n
6.1 YK (Ayuda: (k + 1)° — k> =3k* + 3k + 1)
k=1
62 >K (Ayuda: (k + 1)* — k* =4Kk> + 6k* + 4k + 1)
k=1
6.3 > kk! 6.4 > (2k+ 1)
k=1 k=1
n ) n 1
65 > (-D"k 6.6 > ———
P & k(k+1)
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7

8)

9

10)

11)

12)

6.7 SxK,x#1 6.8 > koK
k=1 k=1
- 1 1 1
6.9 kz_:l (krm—D)(km) <Ay“da‘ A= (gm) > 17 (k—l—m—l))

Demuestre por induccion que:

|
(1—q)°

71 Skq<v! = (1—(m+1)q" +nq™ ")
k=1

72 Y (K +1)k! = n(n+ 1)
k=1

n
< Yl
k=1

Calcule la suma de todos los multiplos positivos de 17, menores que 1000.

Calcule ) (3k — 1) y demuestre por induccion la formula hallada.
k=1

Examine algunos de los valores de los productos

n

10.1 g(l_(l‘Tll)> 10.2 1{1%[1(1—@)

para valores pequefios de n y conjeture formulas generales para ellos. Demuestre

sus conjeturas por induccion.

Calcule y simplifique:

n n 12
(1;21{(1{ + 2)) (1]:[3 m)

n
Demuestre que > (xax — bk)2 > 0, paratodo x real.
k=0
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13)  De (12) deduzca que {iakbk} < [iaﬁ] {ibﬁ} .
k=0 k=0 k=0

14)  Si aj, a, ..., a, € R — {0}. Demuestre que

N

k=1 k=1

15)  Calcule 1+3x+6x* + 10> + ... + 3(n+ (0 +2) x".

COEFICIENTES BINOMIALES. TEOREMA DEL BINOMIO.

D s ()= (§) obtenea () v (),

2) Demuestre que six € N 'y n € Ny, entonces
X X . x+1
(n) + (n—|—1) T (n+1)
3) SinkeN y k< n-—2. Demuestre que:

(3) = (53) #2020 + (")

4) Resuelvaen N el sistema

(yil) - (yil)
()

Il
()}
/N

<
—+ =
—_
N——
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)

6)

7)

8)

9

10)

11)

12)

5.1 Determine el séptimo término en el desarrollo de

(3x—2/x)".

5.2 Determine el término independiente de x en el desarrollo de

2 12
<X+ ;) .

10
En el desarrollo de <1 + % + 6x> , obtenga el término independiente de x.

(Si existe).

En el desarrollo de (x\/§ + x‘4)n el coeficiente del tercer término es mayor que

el coeficiente del segundo término en 44 unidades. Determine el término
independiente x.

Determine una relacion entre a y n, de modo que en desarrollo de (1 + a)"
aparezcan dos términos consecutivos iguales.

Calcule n tal que el coeficiente del cuarto término sea el doble del coeficiente del
quinto término en el desarrollo de (a + b)".

Demuestre que el coeficiente central del desarrollo de (a + b)*" es igual a la suma
. . 2n—-1
de los coeficientes de los términos centrales del desarrollo de (a +b) .

¢(Cuantos términos contiene el desarrollo de (a+b+ ¢ +d)" ?

14
Encuentre el coeficiente de x> en el desarrollo de (X3y4 — #) .

y
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12
13)  13.1 Encuentre el término intermedio del desarrollo de (i + a) .

13.2 Si se tiene (Ax + By)° calcule A y B si el coeficiente del tercer término es
12 y el del sexto término es 32.

13.3 Encuentre el coeficiente del término que contiene a’b*cd en el desarrollo de
(@a+b+c+d°.

14) Seann, k € N, n > k. Calcule A, donde

A=1+3(111)+32(I21)+ ------ +3k(£)+ ...... Nty

20
15)  Dado el binomio (x + %)

15.1 ;Cual es el término independiente?
15.2 Calculelo, si existe.

16)  Demuestre que

nl < [fm+1)" .

PROGRESIONES ARITMETICAS Y GEOMETRICAS.

1) Determine la suma de n términos de las progresiones que se indican:
1.1 49, 44, 39, ...... n=17
7 5 —
1.2 3, g , g, ...... n=20
1 1 1
S =, T, T, e =10
1.3 (1+/%)° (1=x)" (1—/%)’ n
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2)

3)

4)

)

6)

7

8)

14 1, V3,3, ... n=12
1 1 2 —
1.5 5’5’6’ ...... n=7
1 1 3 —
1.6—5, 9 T g e n= 8
Interpole

2.1 18 medios aritméticos entre —35x y 3x.
2.2 5 medios geométricos entre 3% y 40% .

Si aj=-2 y d=4 ;cuantos términos deben considerarse para que la suma sea
1607 .

Los términos de lugar 2, 31 y ultimo de una progresion aritmética son %, % y
— %, respectivamente. Determine el primer término y el numero de términos.

El quinto término de una progresion geométrica es 81 y el segundo 24.
Determine la citada progresion .

Si tres nimeros diferentes a,b y ¢ estdn en progresion geométrica, demuestre que:

1 1 1 , ., T
b—a) * 2b ° (b estan en progresion aritmética.

Demuestre que los reciprocos de los términos de una progresion geométrica
forman también una progresion geométrica.

Determine una progresion geométrica tal que a4 +ag =120 y ay + ag =960.
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9

10)

11)

12)

13)

14)

15)

16)

Calcule dos numeros tales que su medio aritmético sea 20 y su medio geométrico
sea 18.

El producto de 3 niimeros en progresion aritmética es 120 si se multiplican el
primero por 15, el segundo por 12 y tercero por 10 resulta una progresion
geométrica. Determine los nimeros.

El producto de 3 ntimeros en progresion aritmética es 750 y la suma de ellos es
30. Obtenga los nimeros.

Calcule

3 7 15 31
121 1+ 3+ +et+ 556+

4 5 4 5 4
123 - +535 -7+ 5—
En laprogresion aritmética: —7, —5, —3, ... (Existe algiin término igual a 65?

14.1 Obtenga el medio geométrico entre \ﬁ + \/5 y \/ — \ﬁ

14.2  Interpole 3 medios geométricos entre 24 y %

En cierto cultivo, las bacterias se duplican cada 20 minutos (Cuéntas veces el
numeros original de bacterias hay en el cultivo al cabo de 2 horas, suponiendo
que ninguna desaparece?.

Encuentre 3 nimeros en progresion geométrica, sabiendo que su suma es de 26 y
de tal manera que el mas grande sobrepase en 10 unidades a la suma de los otros
dos.

X9
X

oo ofo cfo ofo o

X

oo ofo ofo ofo oo

9 INGENIERIA - ALGEBRA I - Siglo XXI - JVG/scj




UNIVERSIDAD DE MAGALLANES - FACULTAD DE CIENCIAS - DPTO. DE MATEMATICA Y FiSICA

PRUEBAS Y
EXAVENES

INGENIERIA - ALGEBRA I




UNIVERSIDAD DE MAGALLANES - FACULTAD DE CIENCIAS - DPTO. DE MATEMATICA Y FiSICA

PRUEBA GLOBAL N°1

INSTRUCCIONES: Q) La prueba que usted lee en este momento consiste en 6
(seis) preguntas, todas ellas del mismo valor relativo o porcentual. En cada pregunta usted debera
argumentar matematicamente; su desarrollo serd evaluado atendiendo a los siguientes conceptos:
(a) correccion matematica, (b) creatividad y originalidad, (¢) presentacion, orden, legibilidad,
claridad, precision.

2) Coloque su nombre en cada una de las hojas y procure
responder cada una de las preguntas que se le formulan.

3) Duracion de la prueba: 90 minutos. Esto es mas que
suficiente para resolver todas las tareas planteadas en esta prueba, de modo que trabaje
acusiosamente y con calma.

PREGUNTAS:

[1] Sean A = {a, b, c,d} y B={1,2,3}. Determine, justificadamente, si la relacion

R;(1=1,2,3,4)de A en B es una funcion. Si es una funcion, dé su recorrido.

(1.1) R; = {(a, 1), (b,2), (c, 1), (d, 2)}

(1.2) R; ={(a, 1), (b, 2), (3, 2), (¢, 1), (d, 2)}
1.3) Rs ={(a,3), (b,2), (c, D}

(1.4) Ry = {(a, 1), (b, 1), (c, 1), (d, 1)}.

[2] Sea T = {x€R/x# 1} y consideremos sobre dicho conjunto la ley de

composicion interna asociativa, x, dada por mx*p := m + p — pm.
(2.1) Determine si ( T, %) es grupo.

2.2) Caleule {(2+3) "s( — 2+4)} .

1 INGENIERIA - ALGEBRA I - Abril 06 de 2000 - EBI/AFC/HSB/JVG




UNIVERSIDAD DE MAGALLANES - FACULTAD DE CIENCIAS - DPTO. DE MATEMATICA Y FiSICA

[3] Sea un anillo ( A, +, - ) demuestre que:

(—Db)a(—a)=ba’ paratodosa,b € A.

(4] Resuelva la siguiente ecuacion en el cuerpo (R, +, )
5—4x+6+x=(—3)+5x.

Fundamente cada paso.

[5] En el cuerpo ordenado (R, +, -, < ) demuestre que se cumple:

Sia>0 entonces a*+a-+1>0.

[6] Sia,be R", demuestre que:

V@+b) < /a+b.

Entregue un ejemplo numérico donde se cumpla la desigualdad en forma estricta.

TYYYYYY tii Yrrrrry
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PRUEBA GLOBAL N°2

INSTRUCCIONES: Q) La prueba que usted lee en este momento consiste en 6
(seis) preguntas, todas ellas del mismo valor relativo o porcentual. En cada pregunta usted debera
argumentar matematicamente; su desarrollo serd evaluado atendiendo a los siguientes conceptos:
(a) correccion matematica, (b) creatividad y originalidad, (¢) presentacion, orden, legibilidad,
claridad, precision.

2) Coloque su nombre en cada una de las hojas y procure
responder cada una de las preguntas que se le formulan.

3) Duracion de la prueba: 90 minutos. Esto es mas que
suficiente para resolver todas las tareas planteadas en esta prueba, de modo que trabaje

acusiosamente y con calma.

“) iQUE LA FUERZA LOS ACOMPANE!

PREGUNTAS:

En las preguntas [1] y [2] para cada una de las inecuaciones planteadas escriba el
correspondiente conjunto solucion como intervalo o como unién y /o interseccion de
intervalos.

1
1] (xj—l) = (x—1)

2]  |3-4x|—|12x—1]| <6.

[3] Considere el siguiente subconjunto de los numeros reales
1
A={xeR/x=2+ 3 n=0,1,2,..... |

(3.1) Dibuje su representacion en la recta real.

(3.2) Indique si A es acotado superiormente y si A es acotado inferiormente.
Fundamente.

(3.3) En el caso que exista sefale: max(A), min(A), sup(A) e inf(A).
Justifique.
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[4] Paraa, b € R" — {1} demuestre la identidad logaritmica

log,x

Tog, x =1+ log,b.

[5] Dada la ecuacion exponencial
Sy sX 453 =151

entregue su conjunto solucion.

[6] Determine el conjunto solucion del sistema de ecuaciones

log.x +log,, (11%) = 7

xy =512

TTYYYYYY tii Yrrrrry
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PRUEBA GLOBAL N°3

INSTRUCCIONES: ) La prueba que usted lee en este momento consiste en 7
(siete) preguntas, todas ellas del mismo valor relativo o porcentual. En cada pregunta usted
debera argumentar matematicamente; su desarrollo serda evaluado atendiendo a los siguientes
conceptos: (a) correccion matematica, (b) creatividad y originalidad, (¢) presentacion, orden,
legibilidad, claridad, precision.

?2) Coloque su nombre en cada una de las hojas y procure
responder cada una de las preguntas que se le formulan.

A3) Duracion de la prueba: 90 minutos. Esto es mas que
suficiente para resolver todas las tareas planteadas en esta prueba, de modo que trabaje
acusiosamente y con calma.

PREGUNTAS:

(1] Verifique que:

sen(—37/2)+cos(57/6)  _ \@—2
tg(87/3)+cotg(—57/4) 2(v/341)
[2] Demuestre la siguiente identidad trigonométrica:
()
COSX = 1+tg2(§) .

[3] Determine el conjunto de soluciones basicas de la ecuacion trigonométrica:

2sen’x + 3cosx = 0.
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[4] Un asta de bandera esta colocada verticalmente en lo alto de un edificio; a una
distancia de 12[m] del edificio, los angulos de elevacion de la punta del asta y de la parte
superior del edificio son g y % [rad] respectivamente. Determine la longitud del asta.

[5] Encuentre la parte real y la parte imaginaria de

(14
27 amy
[6] Demuestre que :

z w _
Re(z+w> —|—Re<Z+W> -1,

7] Resuelvaen C la ecuacion :

Z24+1i=0.

000 e o900
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PRUEBA GLOBAL N°4

INSTRUCCIONES: ) La prueba que usted lee en este momento consiste en 6
(seis) preguntas, todas ellas del mismo valor relativo o porcentual. En cada pregunta usted debera
argumentar matematicamente; su desarrollo sera evaluado atendiendo a los siguientes conceptos:
(a) correccion matematica, (b) creatividad y originalidad, (c¢) presentacion, orden, legibilidad,
claridad, precision.

2) Coloque su nombre en cada una de las hojas y procure
responder cada una de las preguntas que se le formulan.

A3) Duracién de la prueba: 90 minutos. Esto es mas que
suficiente para resolver todas las tareas planteadas en esta prueba, de modo que trabaje
acusiosamente y con calma.

PREGUNTAS :

(1] Utilizando division sintética, verifique que (x+2) y (x—1) no son factores

del polinomio p(x) =x* — x> — 11x*> + 9x + 18.

2] Determine todas las raices de la ecuacion polinomial:

4x* —3x3 —4x +3=0.

[3] Dado p(x) = x*4 cx? 4 d,determine los valores de ¢, d y factoricelo

completamente, sabiendo que (x + 1) y (x — 2) son dos factores de p(x).
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[4]

[5]

[6]

Descomponga en fracciones parciales

55X 4+8x421
HE) = a9t -

( Calcular el valor de las constantes es parte del ejercicio. )

Demuestre por induccidon que para todo entero positivo n se cumple que :

6.1

6.2

1 _ n
n(n+1)  (n+1)

Sea A = {x;=8, x,=8, x3= — 1, x4=1, xs= — 3} . Calcule :
5 , 4 Xi
S -3y+I {5} (6pts)
i=1 A

Use el simbolo de suma, para abreviar la notacion en :

(14+243+...... ) =24 43t at (n+ 1)*. (4pts)

Resultados : Viernes 07/07/2000 de 15:45 a 16:15 [hrs] PM en la salas 21 y 22

AAA ook AAA
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EXAMEN

INSTRUCCIONES: Q) El examen que usted lee en este momento consiste en 10
(diez) preguntas, todas ellas del mismo valor relativo o porcentual. En cada pregunta usted debera
argumentar matematicamente; su desarrollo serd evaluado atendiendo a los siguientes conceptos:
(a) correccion matematica, (b) creatividad y originalidad, (¢) presentacion, orden, legibilidad,
claridad, precision.

2) Coloque su nombre en cada una de las hojas y procure
responder cada una de las preguntas que se le formulan.
(€)) Duracion del examen : 150 minutos. Esto es mas que

suficiente para resolver todas las tareas planteadas en este examen, de modo que trabaje
acusiosamente y con calma.

PREGUNTAS :

[1] Sea G=]—1, 1] y consideremos en G la ley de composicion interna A definida
or alAb:= (a+h)
p "~ (1+ab) -

1.1  Paracada ¢ € G, determine el elemento inverso de ¢ con respecto a la ley

de composicion interna, A .

1.2 Calcule {%A(— %)}_1 .

[2] Resuelva la inecuacion: \/ x—-1< \/ (2x —3). Deje expresada la

solucion como intervalo o como union y/o interseccion de intervalos.

[3] Explicite el conjunto solucién del sistema de ecuaciones

log, 100 — log 10 = 0
logx + logy = 1

(4] Determine el conjunto solucién de la siguiente ecuacion trigonométrica:

sen(2x)cosx + cos(2x)senx = 1.

1 INGENIERIA - ALGEBRA I - Julio 20 de 2000 - EBJ/AFC/GPO/IVG




UNIVERSIDAD DE MAGALLANES - FACULTAD DE CIENCIAS - DPTO. DE MATEMATICA Y FiSICA

[5]

[6]

[7]

8]

9]

[10]

Un observador determina que el &ngulo de elevacion a una torre es o[rad]; avanza
. , .y T .
a[m] hacia la torre y el angulo de elevacion es - [rad]; sigue avanzando otros

4
b[m] y el angulo es de ( % — «)[rad]. Demuestre que la altura de la torre esta
dada por H= b

p a—b -

Calcule el valor de x (en la forma binémica) si :
(1_+i ) _ (x_—i)
1—i X+i/ °

Utilice divisién sintética para determinar todos los ceros del polinomio

P(x) =x* + x> — 16x> — 4x + 48.

Sin calcular el valor las constantes, descomponga en fracciones parciales

8.1 (x+3)
: (x24+10x+25)3(x*—1)?
8.2 x4 2x3 —3x+1

x=5)(x+3)(x+4) -

Demuestre por induccion que para todo entero positivo n

70+D 1 5 es divisible por 6 .

2000
Calcule : S= > k(k—2). (Ayuda: Utilice las propiedades de la sumatoria y
k=3

las sumas conocidas : Y k= %n(n +1);  Sk*= %n(n +1D2n+1)).
k=1 k=1

Resultados el Jueves 20 de julio de 2000 a las 17:30 horas en sala 23
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PRUEBA GLOBAL N°1

INSTRUCCIONES: ) La prueba que usted lee en este momento consiste en 6
(seis) preguntas, todas ellas del mismo valor relativo o porcentual. En cada pregunta usted debera
argumentar matematicamente; su desarrollo sera evaluado atendiendo a los siguientes conceptos:
(a) correccion matematica, (b) creatividad y originalidad, (c¢) presentacion, orden, legibilidad,
claridad, precision.

2) Coloque su nombre en cada una de las hojas y procure
responder cada una de las preguntas que se le formulan.

A3) Duracién de la prueba: 90 minutos. Esto es mas que
suficiente para resolver todas las tareas planteadas en esta prueba, de modo que trabaje
acusiosamente y con calma.

PREGUNTAS:

[1]  Considere el conjunto S = (R — {0}) x R. Definamos la operacién binaria
interna * en S como

| (u, V)*(X, y) :i= (ux, vx +y) |

Demuestre que (S, %) es un grupo y verifique que tal grupo no es abeliano.
(Ayuda: La operacion * es asociativa.)

[2] Sea E = {0, 1, 2, 3} y se definen las leyes de composicion internas A y o
mediante las tablas de doble entrada.

Al0|1]2]3 o|0]|1|2]3
0 (0(1]2]3 0/]0(0(0]0
1 |1(2]3]0 1{0|1(2]3
2 |213]0]1 210121072
3 13]0]112 31013121

Sabiendo que (E, A) es grupo abeliano y que la operacion o es asociativa.
Determine, si existe(n), la(s) solucion(es) de cada una de las ecuaciones

siguientes:
2.1) xo0(3A3)o(1A2)=0
2.2) BA0o(1AT)ox=1
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[3]

[4]

[5]

[6]

Usando las propiedades algebraicas y de orden en R, demuestre que:

Si a,beR"; a<b, entonces vab < a;b <b.

En los problemas [4] y [S] para cada una de las inecuaciones planteadas, escriba
el conjunto solucién como intervalo o como unién y/o interseccion de intervalos.

X+2|+|x— 1] < 5.

A+x3)(x>—x+1)
V(x+1)? (x2-2x—8)

< 0.

SeaA CR,talqueA= {neN/5<n’+1<197} N ]m, 14[ .

(6.1) Indique si A es acotado superiormente o acotado inferiormente o acotado.
Fundamente su respuesta.

(6.2) En caso de existir determine : max(A), min(A), supA, inf(A). Justifique.

XX L LYY
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PRUEBA GLOBAL N°2

INSTRUCCIONES: Q) La prueba que usted lee en este momento consiste en 6
(seis) preguntas, todas ellas del mismo valor relativo o porcentual. En cada pregunta usted debera
argumentar matematicamente; su desarrollo serd evaluado atendiendo a los siguientes conceptos:
(a) correccion matematica, (b) creatividad y originalidad, (¢) presentacion, orden, legibilidad,
claridad, precision.

2) Coloque su nombre en cada una de las hojas y procure
responder cada una de las preguntas que se le formulan.

3) Duracion de la prueba: 90 minutos. Esto es mas que
suficiente para resolver todas las tareas planteadas en esta prueba, de modo que trabaje
acusiosamente y con calma.

PREGUNTAS:

1] Determine el conjunto solucién de la ecuacion exponencial-logaritmica:

(g) {(og?x)+1} _ (2_5) {2—log(x")}
5 .

4

[2] Obtenga el conjunto solucion del sistema de ecuaciones:

logx + 3"°83Y = 7

x¥ = 10"

[3] Calcule sen(4a) sabiendo que tga = \/§ y que cosa = %

1 INGENIERIA - ALGEBRA I - Octubre 13 de 2000 - EBJ/JIGH/GPO/JVG




UNIVERSIDAD DE MAGALLANES - FACULTAD DE CIENCIAS - DPTO. DE MATEMATICA Y FiSICA

[4] Demuestre la siguiente identidad trigonométrica :

cos’a + cos?(a + ) — 2cosacosfBcos(a + [3) = sen?f3.

[5] Determine el conjunto de soluciones basicas de la ecuacion trigonométrica :

ﬁ COSX = cotgx.

[6] Dos lados adyacentes de un paralelégramo forman un angulo « y dichos lados
tienen longitudes a y b. Determine las longitudes de las diagonales del
paralelogramo. (Considere que la suma de los angulos interiores de un
paralelogramo es de 27[rad] ).

£LELE §8§ ££££8
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PRUEBA GLOBAL N°3

INSTRUCCIONES: Q) La prueba que usted lee en este momento consiste en 6
(seis) preguntas, todas ellas del mismo valor relativo o porcentual. En cada pregunta usted debera
argumentar matematicamente; su desarrollo serd evaluado atendiendo a los siguientes conceptos:
(a) correccion matematica, (b) creatividad y originalidad, (¢) presentacion, orden, legibilidad,
claridad, precision.

2) Coloque su nombre en cada una de las hojas y procure
responder cada una de las preguntas que se le formulan.

3) Duracion de la prueba: 90 minutos. Esto es mas que
suficiente para resolver todas las tareas planteadas en esta prueba, de modo que trabaje
acusiosamente y con calma.

PREGUNTAS:

1] Demuestre que el numero complejo w=1 — i satisface la ecuacion:

w2 —2w+2=0

[2] Si z=x+ iy obtenga las partes real e imaginaria del nimero complejo:

_z—1
a= z+1
[3] Sea z un nimero complejo de modula 1, o sea, |z| =1. Calcule:

B=lz+ 1" +|z— 1]’
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[4] Determine la forma polar (trigonométrica) del siguiente nimero complejo:

i

z

22
[5] Sea w = — 8i, exprese en la forma candénica (binomial) las raices cubicas de w.
[6] Resuelva la ecuacion z?> +1i = 0 y use su respuesta para resolver la ecuacion

7 +2i22 —1=0.

£LLEL §8§ £LL£E
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PRUEBA GLOBAL N°4

INSTRUCCIONES: Q) La prueba que usted lee en este momento consiste en 6
(seis) preguntas, todas ellas del mismo valor relativo o porcentual. En cada pregunta usted debera
argumentar matematicamente; su desarrollo serd evaluado atendiendo a los siguientes conceptos:
(a) correccion matematica, (b) creatividad y originalidad, (¢) presentacion, orden, legibilidad,
claridad, precision.

2) Coloque su nombre en cada una de las hojas y procure
responder cada una de las preguntas que se le formulan.

3) Duracion de la prueba: 90 minutos. Esto es mas que
suficiente para resolver todas las tareas planteadas en esta prueba, de modo que trabaje
acusiosamente y con calma.

PREGUNTAS:

1] Dado el polinomio P(x) = x* —12x> +55x%> — 114x + 90, se sabe que el
polinomio es divisible por x — 3. Escriba P(x) como producto de factores.

nn ", n

[2] Determinar el valor de las constantes "p" y "q" si cuando el polinomio cuértico
s(x) =x* + px? + qx? — 18x — 12 se divide por (x + 1)(x + 3) el resto es 2x + 3.

[3] Determinar un polinomio P(x) con coeficientes reales, de grado tres, de modo que
31 y 4 sean ceros de P(x) y que ademas P( — 1) = 50.
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4] Descomponer en fracciones parciales la expresion 20 4 3x46
p p p X3+2X2+9
[5] Demostrar, utilizando induccion matematica la siguiente proposicion:
P(n): n? +nesdivisiblepor2, Vne&N.
[6] Calcular:
2427
6.1) > (5 —j)?, sabiendo que.
=7
LI n,o 1
>.j=5nn+1); 2" = gn(n+ (n+2)
=1 j=1
360
(6.2) I1 57k,
k=1 i=0

£LLEL §8§ £LL£E
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EXAMEN

INSTRUCCIONES: 1 El examen que usted lee en este momento consiste en 10
(diez) preguntas, todas ellas del mismo valor relativo o porcentual. En cada pregunta usted debera
argumentar matematicamente; su desarrollo sera evaluado atendiendo a los siguientes conceptos:
(a) correccion matematica, (b) creatividad y originalidad, (c¢) presentacion, orden, legibilidad,
claridad, precision.

2) Coloque su nombre en cada una de las hojas y procure
responder cada una de las preguntas que se le formulan.

3) Duracion del examen : 180 minutos. Esto es mas que
suficiente para resolver todas las tareas planteadas en este examen, de modo que trabaje
acusiosamente y con calma.

PREGUNTAS :

[1] Dado (Z, o, %) donde las operaciones binarias internas estan definidas por:

|boa:=a—|—b‘ y |u*v:=uv+1|

Determine (justificando adecuadamente) si la operacion * distribuye a la
operacién o .

[2]  Resuelva la siguiente inecuacion: |2x — |x| | < 1. Escriba la solucion como
intervalo o como union y/o interseccion de intervalos.

[3] Explicite el conjunto solucion del sistema de ecuaciones
6y+1 = )X
{ 4 —3vl=9

[4] Resuelva en | — 7, 37/2] de la siguiente ecuacion trigonométrica:

| cosx — cos(2x) =0 |
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[5]

[6]

[7]

8]

9]

[10]

Dos torres de control estan ubicadas a una distancia de d [kms]. Desde la primera
de ellas con rumbo o se localiza un incendio. A partir de la segunda torre, el
incendio se observa con rumbo ﬁrad. Calcule la distancia desde la primera torre al
incendio.

3
(1+i\/§) )
Compruebe aplicando el Teorema de De Moivre que: — = 3

(—2+42i) 8

Dado el polinomio | P(x) =2x> —4x* + 4x> — 8x> + 10x — 4

determine todos sus ceros y escriba la correpondiente factorizacion.

4 3.2
Dada la funcién racional: G(x) = X?:i_—?%)ﬂ

obtenga su descomposicion en fracciones parciales (debe calcular las constantes).

Demuestre por induccion que para todo entero positivo n se cumple que

1 _ _n
n(n+1) (n+1) *

1 1 1
2+6+12+ oooooo +

Deduzca una féormula para las siguiente suma:

n+2

S (k-1 — R K
k=2 k=1

Resultados: Jueves 21 de diciembre de 2000 a las 11:30 horas en sala 23
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PRUEBA GLOBAL N°1

INSTRUCCIONES: Q) La prueba que usted lee en este momento consiste en 6
(seis) preguntas, todas ellas del mismo valor relativo o porcentual. En cada pregunta usted debera
argumentar matematicamente; su desarrollo serd evaluado atendiendo a los siguientes conceptos:
(a) correccion matematica, (b) creatividad y originalidad, (¢) presentacion, orden, legibilidad,
claridad, precision.

2) Coloque su nombre en cada una de las hojas y procure
responder cada una de las preguntas que se le formulan.

3) Duracion de la prueba: 90 minutos. Esto es mas que
suficiente para resolver todas las tareas planteadas en esta prueba, de modo que trabaje

acusiosamente y con calma.

“) iQUE LA FUERZA LOS ACOMPANE!

PREGUNTAS:

[1]  Considere la funcion f: N——— {0, 1}

__J 1sinespar
n f(n) == { 0 si n es impar

(1.1) Calcule A= %f(Z) + %f( f(3) + 2£(10) ).
(1.2) ¢ fesuna funcion inyectiva? Justifique.

[2] Dados S= {X eR/x= \3/5 ,a € Z} y la operacion % definida como:

ﬁ *\3/; = Jutv.

Determine si (S, %) tiene la estructura de grupo.
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[3] Sea (T, A) un grupo abeliano. Dados a, b, d € T, calcule un x € T tal que sea
solucion de la ecuacion:
aAXAbAX = xAd.

Fundamente cada paso y haga la comprobacion.

(4] Considere (Q — {0}, o, %) donde las operaciones binarias internas o y * estan
definidas por:
aob := ba y axb:=a+b+2

Indique (justificando) una propiedad de cuerpo que no se cumpla.

[5] Demuestre la siguiente identidad en (R, +, °):
(a+b+c)=a>+b>+c?>+2ab+2ac+2bc, Va,b,ceR.

Senale explicitamente cada propiedad o teorema que haya utilizado.

[6] Dados los nimeros reales no nulos a, b, y ¢, deduzca la siguiente igualdad:

al bl clath)
c T T ab :

Justifique cada aserto.

TTYYYYYY tii Yrrrrry
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PRUEBA GLOBAL N°2

INSTRUCCIONES: Q) La prueba que usted lee en este momento consiste en 6
(seis) preguntas, todas ellas del mismo valor relativo o porcentual. En cada pregunta usted debera
argumentar matematicamente; su desarrollo serd evaluado atendiendo a los siguientes conceptos:
(a) correccion matematica, (b) creatividad y originalidad, (¢) presentacion, orden, legibilidad,
claridad, precision.

2) Coloque su nombre en cada una de las hojas y procure
responder cada una de las preguntas que se le formulan.

3) Duracion de la prueba: 90 minutos. Esto es mas que
suficiente para resolver todas las tareas planteadas en esta prueba, de modo que trabaje
acusiosamente y con calma.

PREGUNTAS:

[1] Sabiendo que 60 < F < 80, use las propiedades de las desigualdades para

determinar el intervalo de variacion de C si se cumple C = S(F —32).

[2] Sean a, b € R, considere a > b. Demuestre que:

a’ +b® > a’b + b?a.

[3] Dado el conjunto A:{xeR/x:ll—%,neN}U{xeN/x3<1000}

determine en caso que exista: min(A), max(A), inf(A), sup(A). Justifique su

respuesta
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(4] Si sena = % con « en el segundo cuadrante y senf = % con (3 en el primer

cuadrante. Calcule el valor exacto de la expresion:

sen(a — ().

[5] Demuestre la siguiente identidad trigonométrica:

1 1 o 2
1—sen~y + l1+seny Zsec™y

[6] Dada la ecuacion trigonométrica:

cotg’x — 3cosecx +3 =0

determine su conjunto solucion en [0, 27 .

TYYYYYY $t+ YYYYrYY
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En las preguntas [4] a [6] para cada una de las inecuaciones planteadas escriba el
correspondiente conjunto solucion como intervalo o como unién y/o interseccion

de intervalos.

[4]

[5] Ix = 3| — x| < 12.

(x> —5x+6) (x+4)
161 o) < )

TTYYYYYY it YrYYrry
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PRUEBA GLOBAL N°3

INSTRUCCIONES: Q) La prueba que usted lee en este momento consiste en 6
(seis) preguntas, todas ellas del mismo valor relativo o porcentual. En cada pregunta usted debera
argumentar matematicamente; su desarrollo serd evaluado atendiendo a los siguientes conceptos:
(a) correccion matematica, (b) creatividad y originalidad, (¢) presentacion, orden, legibilidad,
claridad, precision.

2) Coloque su nombre en cada una de las hojas y procure
responder cada una de las preguntas que se le formulan.

3) Duracion de la prueba: 90 minutos. Esto es mas que
suficiente para resolver todas las tareas planteadas en esta prueba, de modo que trabaje
acusiosamente y con calma.

PREGUNTAS:

En los problemas [1] y [2] resuelva la correspondiente ecuacion. En cada caso
verifique la(s) solucion(es) y escriba el conjunto solucion.

8(5x2+x)
[1] 26 = L

10g(1+@)

[2] —— =3
log( . x—40)
[3] Determine y verifique ¢l conjunto solucién del sistema de ecuaciones:

22X 4 2% =20
Xty — 8
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PRUEBA GLOBAL N°1'

INSTRUCCIONES: Q) La prueba que usted lee en este momento consiste en 6
(seis) preguntas, todas ellas del mismo valor relativo o porcentual. En cada pregunta usted debera
argumentar matematicamente; su desarrollo serd evaluado atendiendo a los siguientes conceptos:
(a) correccion matematica, (b) creatividad y originalidad, (¢) presentacion, orden, legibilidad,
claridad, precision.

2) Coloque su nombre en cada una de las hojas y procure
responder cada una de las preguntas que se le formulan.

3) Duracion de la prueba: 90 minutos. Esto es mas que
suficiente para resolver todas las tareas planteadas en esta prueba, de modo que trabaje

acusiosamente y con calma.

“) iQUE LA FUERZA LOS ACOMPANE!

PREGUNTAS:

1] (1.1) Sean A ={1,2,3} y B={a, b,c, d}. Escriba una relacion de A en B que
tenga 4 elementos.

(1.2) Considere la funcion f: Z —— 7Z
fn) — k sin=2k
1 =0k sin=2k41

Calcule A=2 4 1e03m04) + 4).

[2] Sea S=Q x Q ysedefineen S laleyde composicion interna # como:

#:8S X S— S
((a,b), (x,y)) —(Db)#(x y) = (a+x,by)

Determine si (S, #) es un grupo. Justifique.
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[3] Sea (T, *) un grupo abeliano. Demuestre que para todos a, b € T se satisface

(axb) ' = (b")x(a").

(4] Se definen en Z las leyes de composicion interna: * y o respectivamente por
axb:=a+b+2 y aob:=ab+2a+2b+ 2.

(La operacion o distribuye a la operacion *?

[5] Resuelva en (R, +, ) la siguiente ecuacion, fundamentando cuidadosamente

cada paso

x+2)(1—-x)=0C —2x)(x+2).

[6] Dados w un ntimero real y a, b nimeros reales no nulos tales que a % b. Deduzca
la siguiente igualdad

wia _ wb

/b a -

Justifique cada aserto.

TTYYYYYY tii Yrrrrrry
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PRUEBA GLOBAL N°2'

INSTRUCCIONES: Q) La prueba que usted lee en este momento consiste en 6
(seis) preguntas, todas ellas del mismo valor relativo o porcentual. En cada pregunta usted debera
argumentar matematicamente; su desarrollo serd evaluado atendiendo a los siguientes conceptos:
(a) correccion matematica, (b) creatividad y originalidad, (¢) presentacion, orden, legibilidad,
claridad, precision.

2) Coloque su nombre en cada una de las hojas y procure
responder cada una de las preguntas que se le formulan.

3) Duracion de la prueba: 90 minutos. Esto es mas que
suficiente para resolver todas las tareas planteadas en esta prueba, de modo que trabaje
acusiosamente y con calma.

PREGUNTAS:

[1] De acuerdo a la ley de Hooke, la fuerza F requerida para estirar un resorte x
unidades de longitud mas alla de su largo natural, estd dada por F = 4.5x. ;Si

10 < F < 18, cuéles son los correspondientes valores de x?

[2] Seana,b,c € R", demuestre que

be(b + ¢) + ab(a + b) + ac(a + ¢) > 6abc.

[3] DadoelconjuntoA:{XER/X:ZS— %,neZ*}ﬂ{xeR/2<x<8}

(3.1) Determine 3 cotas superiores y 3 cotas inferiores del conjunto A.
(3.2) Decida fundamentadamente, si A tiene supremo ¢ infimo.
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En las preguntas [4] a [6] para cada una de las inecuaciones planteadas escriba el
correspondiente conjunto solucién como intervalo o como unién y /o interseccion

de intervalos.

Jx

4 <
14] x—4 = X
X
x>4+3x+4
[6] Txi3 < 2.

TTYYYYYY tii YrYrrry
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Apéndice A

RESOLUCION DE TRIANGULOS.

En los Problemas de Aplicacion de la Trigonometria es conveniente tener
presente lo siguiente:

(a) Mediante la utilizacion del Teorema del Coseno es posible determinar:

— La longitud de un lado de un triangulo conociendo las longitudes de los
otros dos y la medida del angulo comprendido por estos ultimos o

Los angulos conociendo los tres lados.
(b) Mediante la utilizacién del Teorema del Seno es posible determinar:

— La longitud de un lado de un triangulo conociendo el dngulo opuesto y
otro par lado-angulo opuesto o

— La medida de un angulo de un triangulo conociendo el lado opuesto y otro
par lado-4ngulo opuesto.

De los Teoremas de Congruencia de tridngulos en geometria plana elemental,
sabemos que un tridngulo dado queda completamente determinado si se conoce uno de
los siguientes conjuntos de datos:

1) Un lado y dos angulos.

2) Dos lados y el dngulo opuesto al mayor de ellos.
3 Dos lados y el &ngulo comprendido.

“4) Los tres lados.

REMARK:  Luego, los Teoremas del Seno ( casos (1) y (2) ) y del Coseno ( casos (3) y
(4) ) debieran bastarnos para resolver cualquier tridngulo bien
determinado.
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Apéndice B

Las principales propiedades de la parte real, parte

i magi nari a,

conjugado y nmbdul o de un nunero conplejo se dan

en el siguiente

TEOREMA 6

Sean z, w € C, entonces:

(6.1) Zz=z &z €R
(62) z = z
(63) z + z = 2Rez

(6.3) z -z = 2iIne
(64 Re(z +wW) = Rez + Rew
(64) Imz +w) =1n + | nw

(65 (z +w) =2z +w

(65) (z-wW)=z —w

(6.6) zw = z - w

(M)Uwzij), w # 0
(6.8) VF:‘ z ‘
(69) zz = |z[° = |z}

(6.10) |zw| = |z]- |w
(6.11) |z/w = |z| I |w

, w # 0
(6.12) [Re( zw )| < |z|- |w]

(Desi gual dad de Schwar z)
(6.13) |z + W <|z| + |w

(Desi gual dad triangul ar)
(6.14) [[z] - wf] < [z —wi
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Apéndice C

RAI CES DE UN NUMERO COWVPLEJO
DEF. 1 : Sea w ¢ C dado. LI amarenos raiz n-ésim de w,

a todo nunmero conplejo z tal que

z" = w

OBS. 1: Si w = 0 entonces tiene una Unica raiz n-ésim

a saber z = 0.

En el caso general suponga que
w=rcisf # 0 y Z = scisp
z" = s"cisny = rcisf 6 equival entenente
s"cos (hy) + is"sen (nyp) = rcosfd + irsend
| uego por igual dad de numeros conpl ej os

{s”cos(nw)

ssen( ny)

rcosd

rsend

el evando al cuadrado y sumando menbro a m enbro tenenos

SN =r?2 = [s = r

y por otra parte

cos(ny) —cosf = 0 ~ Zsen(n@+9)sen<n¢_9) =0

2 2
= np —0 = 2kr ; k €7 = ﬁi%ﬁL k eZ
pero notenmos que s6lo para k = 0,1,... (n—1) obtenenos

val ores de ¢ en los cuales cosyp ( seny) son diferentes.
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Por o tanto

wi(z{ﬁcis(%), k= 0,1,...,(n—1)

son |l as n-raices n-ésimas de w.

Los sigui entes hechos se verifican por sinple inspeccién.

(a) |w| = ¥r para k = 0,1,....(n—1).

(todas las raices tienen el msnpo nmddul o).

_ (04+2(k+D)m) (0+2km)  2r¢
-(—b)— SOk—}—l o 901( o n o n B n
para k =0,1,...,(n—1).
(La diferencia entre 1los argunentos de dos raices
consecutivas es constante).
DEF. 2 ( EULER) : Si X eR ent onces
e™ = cosx t+ isenx
TEOREMA 1: Para todo x €R se verifica
_ 1 ix -iX _ 1 ix -iX
cosx = 5(e” + ™) senx = 5:(e™ - ™)
OBS. 2 : (1) z = |z]e'? (2) z" = rnein?

Shhdhhdhd hehde SRSt
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Apéndice D
Division Sintetica o Meétodo de Horner.

Este método de gran ayuda poder dividir rdpida y efectivamente un polinomio

p(x) por otro de la forma b(x) = (x —r). El método (algoritmo) que se presenta a
continuacion se llama division sintética (método de Horner o regla de Rufini).

Pasos del Método.

1]

2]

[3]

Ordenar los coeficientes del dividendo p(x) en orden de potencias decrecientes de
x (si alguna potencia de x no aparece le corresponde un 0 como coeficiente), tales
nameros se ubican en la primera fila.

Consideremos el divisor de la forma (x —r). Las filas 2 y 3 se construyen del
siguiente modo. Se baja a la tercera fila el primer coeficiente del dividendo, se
multiplica éste por r y el producto se suma al segundo coeficiente del dividendo,
colocando el resultado en la tercera fila. Luego se multiplica esta suma por r y
este producto se suma al tercer coeficiente del dividendo, anotando de nuevo el
resultado en la tercera fila. Se repite el proceso hasta que se suma un producto al
término constante del dividendo, escribiendo también el resultado en la tercera
fila.

Este ultimo nimero de la tercera fila es el resto, los demas numeros son los
coeficientes del cuociente, que es un grado menor que el dividendo.

Ejemplo: Determine el cuociente y el resto que resultan de dividir el polinomio

p(x) = 4x> — 30x> — 50x — 2 por el polinomio b(x) = (x + 3).

Desarrollo: Comob(x)=x+3=x—(—3)setienequer= — 3.

4 0| —30 0| -5 =2
-3 1| -12 36 | — 18 54| —12
4 | —12 6 | —18 4| —14

luego el resto es r(x) = — 14 y el cuociente q(x) = 4x* — 12x> + 6x> — 18x + 4 .
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Apéndice E

FRACCIONES PARCIALES

DEF.: Se llama funcién racional a toda expresion del tipo

F(x) = %

en donde p(x) y q(x) son polinomios con coeficientes reales, y gr(q(x)) > 1.

NOTA: Si el grado del polinomio p(x) es mayor o igual al grado del polinomio q(x),
entonces el Algoritmo de la Division nos dice que existen polinomios s(X) y r(x) tales que
como se sabe p(x) = s(x)q(x) + r(x), con gr(r(x)) < gr(q(x)) o r(x) = 0. Por lo tanto

Cp® st 1)
- T aw ™

F(x)

Luego el "problema" de una funcion racional arbitraria F(x), se ha reducido al de
las "funciones racionales propias", es decir, en donde el grado del numerador es menor
que el grado del denominador.

Con el fin de expandir este tipo de funciones en unidades "elementales", usaremos
los siguientes resultados:

TEOREMA 1: Todo polinomio q(x), con gr(q(x)) > 1, puede ser siempre
factorizado usando factores lineales o cuadraticos irreducibles del modo siguiente:

c(x2 Fax 4 by (x* + agx + bs)™

en donde los factores (x? + ajx + bj) son tales que A; = aj2 —4b; <0 (j=1,2,...,9).

TEOREMA 2: Si el polinomio q(x) de grado no nulo, se factoriza de acuerdo al

.y . . X .
Teorema 1, entonces la funcion racional propia % puede ser escrita como una suma

de fracciones, en donde cada factor (x — a;)™ y cada factor irreducible (x* + a;x + b;)™

dan origen, respectivamente, a las siguientes fracciones parciales

A Bx+C
(X—Oéi)k (x2+aix+bi)j

endondek=1,2,...,n; j=1,2,...,m;.
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CASO 1. El denominador es un producto de factores lineales y distintos; vale decir

q(x) = a(x — a)(x — az)-- (X = ).

En este caso, la descomposicion en fracciones parciales garantizada por el Teorema 2 es
de la siguiente forma:

PO _ Ay A Ar

9@ ~ G- T x—ap) T ma)
CASO 2. El denominador es del tipo

4X) = (X = Q)P (X = )" eo(x = o)™

En este caso, cada factor (x — «;)", da origen a n; fracciones parciales del tipo

A
(x—ay)

k:1,2,...,ni.

CASO 3. El denominador contiene factores cuadraticos irreducibles, sin repeticion, vale
decir q(x) es de la forma

qx) = a(x — a)M(X — )™ (X — o) (x> + ;X + by)-- - (x> 4 agx + bs).

En este caso, rige la misma descomposicion que en el caso 2, agregandole la siguiente
suma

B1X+C1 B2X+C2 ...... + BSX+Cr
(x*+ajx+by) T (x*Haxx+by) (x*4-agx+bs) -
CASO 4. Este es el caso general establecido en el Teorema 2. Aqui cada factor

(x — )" y cada factor irreducible (x> + ax +b)™ da origen a m y m fracciones
parciales respectivamente.
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FUNCION EXPONENCIAL - FUNCION LOGARITMICA

1) a%a¥=a"",; ac Rt —{1}; Vx,yeR

2) a*/a¥=a""; acRY —{1}; Vx,yeR

3) a*b*=(a'b)*; a,be R" —{1}; VxeR

4) a*/b*=(ab); abeR'-{1}; VxeR

5) (@) =a"; ac Rt —{1}; Vx,yeR

6) x=logy< b*=y; beR"—{1},VyeR",¥VxeR
7) b'*v=u; beR" — {1}, VueR"

8) log,b'=v; beR" - {1}, VveR

9) log,(MN)=log M +1log N; beR"—{1}, VM,NeR"

10) log, (M/N)=log M —1log, N; beR" — {1}, VM,Ne R"

11) log, (MP) = p(log, M) ; beR"— {1}, VMeR",VpeR
log N
12) log N= 1ogb : a,bc R" — {1}, VN € R*
g, a
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TRIGONOMETRIA

L.
| Valores de sena y cosa, si 0 < a <27
s s s s 3m
alrad] | 0 6 7 3 3 s > 27
1| V2| A3
seno 0 5 > 3 1 0 -1 0
V3| V2| 1
cosx 1 3 > 5 0 -1 0 1
II.-
| Valores de sena y cosa, respecto a P,
Si P, € 1¥ cuadrante entonces sena >0 y cosa > 0
Si P, € 2% cuadrante entonces sena >0 y cosa < 0
Si P, € 3% cuadrante entonces sena < 0 y cosa < 0
Si P, € 4 cuadrante entonces senav < 0 y cosa > 0
IIL.-
| Funciones pares e impares
sen(—a)=-sena, VaeR La funcidn seno es una funcion impar
cos(—a)=cosa, VaelR La funcidén coseno es una funcion par
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V.-
Identidades Trigonométricas
cos’a +sen’a = 1
tg?a+1 = sec’a
cotg?ar + 1 = cosec’a
cos(a + () = cosacosfl — senasen(3
cos(aw — ) = cosacosf + senasenf
sen(a + (3) =senacos( + senfcosa
sen(a — (f) = senacosf — senfcosa
_ ftgattgf
tgla+p) = 1—tgatg
tga —tgf8
tgle =8 = Tgates
‘sen( )‘ /11— cosa
+
‘cos( )‘ /1 cosa
cos(2a) = cos’a — senza = | —2sen’a = 2cos’a — 1
sen(2a) = 2senacosa
_ 2Mtgo
senacos = —; (sen(a + B) + sen(a — B))
senfcosa = —; (sen(a + B) — sen(a — [3))
cosacosf3 = %(cos(a + B) + cos(a — 3))
senasen = ——;(cos(a + ) — cos(a — )
senu + senv = 2sen(uzi)cos(uz;v)
u+v u—v
senu — senv = 2cos ( - ) sen ( - )
cosu + cosv = ZCOS(uzi)COS(uZ;V)
_ - n(u \ n(u—v)
COSU — COSV sen( —— )sen| —5—
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