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PREFACIO

En este pequefio libro se exponen algunos aspectos rel acionados con e movimiento browniano. Se podria
uno preguntar ¢por qué amerita este tematodo un libro? Podria parecer que es un simple fendmeno, en
todo caso, de cierto interés, pero nada mas.

En efecto, s seintentararelatar solamente |o estudiado acerca del movimiento browniano, la duda arriba
expresada podria tener razén de ser, mas €l caso del movimiento browniano ofrece un horizonte mucho
méas amplio que la explicacion del fendmeno en si. Ha sido usado para aclarar muchas cuestiones
fundamentales del desarrollo conceptual de lafisica. Podemos mencionar que, entre otras cosas, tuvo un
papel muy importante en el esclarecimiento de lavalidez de la segundaley de latermodinamica; ademas
ayudo a establecer, de unavez por todas, que la materia estd compuesta de &omos, Méas adelante, sele ha
usado para poder entender con cierto detalle, imposible en otro tipo de sistemas, |la manera en que ocurre
laevolucion irreversible de un sistema a su estado de equilibrio. De paso, fue un factor catalizador para
desarrollar ciertos conceptos de matemaéticas relacionados con el comportamiento y manejo de funciones
no diferenciables.

Asimismo, el movimiento browniano ha sido un caso muy adecuado para poder realizar un ambicioso
programa, todavia muy lejos de completarse, acerca del estudio microscopico de los procesos irreversibles.
Es, en efecto, uno de los contados casos en que se ha podido avanzar algo en el entendimiento de los
factores que dan lugar a que ocurra dicho tipo de procesos. Existen todavia muchas facetas, como por
gjemplo la correspondiente ala descripcion y explicacion de fendGmenos que ocurren a muy bajas
temperaturas, que se estan estudiando en la actualidad.

Un nimero muy grande de cientificos se ocupa, hoy dia, de estas cuestiones. En México se haido
formando una escuela que harealizado investigaciones en el fascinante campo de |os procesos
irreversibles

Por otro lado, existe otro tipo de sistemas, como |as suspensiones col oidal es que estén formadas por
particulas brownianas, que ademas de requerir una explicacion cientifica tanto macroscopica como
microscopica, de orden fundamental, tienen importantisimas aplicaciones en laindustriay en lavida
cotidiana. Muchas sustancias que usamos y comemos son suspensiones col oidales.

El comportamiento azaroso de una particula browniana ha dado lugar al desarrollo de todo un sistema de
ideas y de un lenguaje que son de gran utilidad en la descripcion de otros sistemas fisicos compl etamente
digtintos. Asi, fenGmenos de tipo estocastico, andlogos a los que ocurren en el movimiento browniano, se
presentan en el funcionamiento de un laser. Sin lugar a dudas, la comprension bien definida del
comportamiento de un I&ser es de mucha importancia, tanto conceptual como tecnol égica.

Por otro lado, en los ultimos afios se ha desarrollado la teoria de los fractales, que tuvo su inspiracion en
fendmenos que ocurren en el movimiento browniano. En este campo en expansion, literalmente cada dia
se encuentra una nueva aplicacion tedrica o practica, no sdlo en las mateméticas, lafisicao laquimica,
sino también en materias tan diversas como la biologia, la economia, la geografia, etcétera.

Son pocos |os temas concretos que, como el movimiento browniano, han alcanzado unainfluenciatan
grande en el desarrollo delas ciencias, y que todavia hoy en dia contintian abriendo ala ciencia nuevos
horizontes.







l. ¢ QUE ES EL MOVIMIENTO BROWNIANO ?

Sl UNdiavamos a ciney observamos en la oscuridad el haz de luz que emite € proyector, nos daremos
cuenta de que hay muchas particulas, muy peguefias, que se estan moviendo incesantemente. Veremos que
lo hacen en forma zigzagueante y en todas direcciones. Observaremos que jtambién se mueven hacia
arribal ¢Qué particulas son éstas? Sencillamente son las particulas de polvo que hay en € aire

Observemos con cuidado la bocanada de humo que lanza al aire un fumador. Veremos que esta compuesta
de pequefiisimas particul as que se estdn moviendo continuamente en todas | as direcciones, también en

zigzag.

Otro caso es €l siguiente: Pongase polvo de color en un vaso y luego, poco a poco, viértase agua sobre €.
Observaremos que las particul as de polvo, una vez que empiezan a estar en contacto con €l liquido se
mueven en formaincesante, accidentaday en todas las direcciones. En particular veremos gque se mueven
también jhaciaarribal Si esperamos un intervalo de tiempo |o suficientemente grande nos daremos cuenta
de que @ polvo se mezcla con €l agua, formando o que se [lama una suspension. Esta mezcla con €l
tiempo se homogeniza sin que ocurra, Como uno esperariaintuitivamente, que las particul as de polvo
caigan y se depositen en el fondo del vaso. Veremos que agunas particul as efectivamente caen, pero hay
otras que suben.

El hecho comun en estos tres casos es que particulas muy peguefias se hallan inmersas en un fluido. En €l
caso del haz de luz del cine, €l fluido es el aire de lasala; en el caso del fumador, € fluido es también el
airede laatmosferay en el tercer caso, el fluido es € agua.

El movimiento descrito arriba, que lleva a cabo una particula muy pequefia que esta inmersa en un fluido,
se llama movimiento browniano. Este movimiento se caracteriza por ser continuo y muy irregular (Figura
1). Latrayectoria que sigue la particula es en zigzag.

Figura 1. Trayectoriairregular que sigue una particula browniana.

El fisico francés Jean Perrin (1870-1942) dio una bella descripcion de este fendmeno: "En un fluido en
equilibrio, como el agua dentro de un vaso, todas sus partes aparecen completamente sin movimiento. Si
ponemos en el agua un objeto de mayor densidad, cae. La caida, es cierto, seramas lentasi €l objeto es
menor; per un objeto visible siempre termina en el fondo del vaso y no tiende a subir. Sin embargo, seria
dificil examinar durante mucho tiempo una preparacion de particulas muy finas en un liquido sin observar
un movimiento perfectamente irregular. Se mueven, se detienen, empiezan de nuevo, suben, bajan, suben
otravez, sin gue se vea que tiendan alainmovilidad."
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lIl. UN POCO DE HISTORIA

EN EL afio de 1828 €l botanico inglés Robert Brown (1773-1858) observé que en una solucion de agua el
polen de cierta hierba (Clarkia pulchella) realizaba un movimiento continuo, muy accidentado, en zigzag.
El orden de magnitud de lalongitud lineal de estas particulas de polen variabaentre 5y 6 micras (1 micra
=0.001 mm). Brown apunté lo siguiente:

Al examinar la forma de estas particulas innersas en agua, vi nuchas de ellas
evi dentenente en novim ento; éste consistia no solanente en un canbi o de
lugar en el fluido, manifestado por alteraciones en sus posiciones relativas,
sino que tanmbi én, con no poca frecuencia, por un canbio en la forna de |a
msma particula [... .] En algunos casos se veia a |a particula girar sobre
su eje mayor. Estos novim entos eran tales que me convenci eron, después de
observaci ones repetidas, de que no surgian de corrientes en el fluido, ni de
su gradual evaporaci 6n, sino que pertenecian a |la msnma particul a.

En & mismo trabajo, Brown sefialaba que otros investigadores, antes que él, ya habian notado este
movimiento. En particular, mencionalos trabagjos de F. W. von Gleichen, realizados unos 60 afios antes, y
de J. T. Needham. Sin embargo, Brown fue €l primero que hizo unainvestigacion detallada del fenémeno.
En primer lugar quiso saber cudl erala causade que el polen se estuviera moviendo todo el tiempo. Como
primera hipdétesis de trabajo sugiri6 la posibilidad de que se debiera aque € polen teniavida. En
consecuencia, puso dentro de un recipiente con agua el polen de plantas que habian muerto cien afios
antes. Observo que este polen también realizaba el mismo tipo de movimiento. Brown relata su sorpresa
delaformasiguiente: ".... me llamo la atencién este hecho tan inesperado de aparente vitalidad retenida
por estas moléculas tanto tiempo después de la muerte de la planta.”

Posteriormente, e mismo Brown volvio arepetir sus experimentos pero utilizando pequefiisimas particulas
de cuerpos inanimados, como minerales. Se dio cuenta que éstas realizaban €l mismo tipo de movimiento.
Mas adelante repitio sus experiencias con humo, obteniendo € mismo resultado. Llegé de estamaneraala
conclusion de que e movimiento no se debia a que la particula tuvieravida.

De todo este trabajo, Brown saco la conclusion de que tal fendbmeno es caracteristico de cualquier tipo de
suspensiones en €l que las particul as suspendidas tengan dimensiones muy pequefias.

El trabajo de Brown atrgjo mucho la atencion de otros cientificos europeos, quienes|o criticaron
duramente, pues en & se proponia que el movimiento era autoanimado. Sugirieron en cambio todo tipo de
explicaciones fisicas como, por ejemplo, diferencias de temperatura en el aguailuminada, evaporacion,
corrientes de aire, flujo de calor, capilaridad, etcétera.

El famoso fisico inglés Michael Faraday defendio las ideas de Brown, sefialando que este movimiento no
se podia explicar por ninguna de |las causas propuestas. Tanto Faraday como Brown admitieron, sin
embargo, que no sabian como explicar este fenébmeno.

LASLEYESDE LA TERMODINAMICA

Antes de continuar con nuestra historia debemos hacer un paréntesis para relatar algunos acontecimientos
gue se estaban |llevando a cabo paralelamente.

Desde tiempos antiguos, e hombre ha estado en contacto con diversos fendmenos rel acionados con el
calor. Al igual que en otros casos, se intentd dar explicaciones a dichos fendmenos. Sin pretender hacer
una historia detallada de este tema, solamente mencionaremos algunos puntos de interés para nuestros
propésitos.




¢Como describir el calor? Haciafines del siglo XV1I se propuso €l concepto del flogisto; éste eraun fluido
gue los cuerpos ganaban o perdian durante la combustién y otras reacciones quimicas. Se creiaque el calor
era un fluido imponderable. Sin embargo, haciafines del siglo XVIII, cientificos como Antoine Lavoisier
(1743-1794), Joseph Black (1728-1799) y otros desecharon esta idea con base en |os resultados que habian
obtenido en sus experimentos. EI mismo Lavoisier propuso una alternativa con lateoria del calorico.
Supuso que e caldrico era una sustancia que no se podiani crear ni destruir y que eraun fluido eléstico.
Este modelo pudo explicar adecuadamente un buen nimero de fendmenos familiares.

Para ese entonces Benjamin Thompson, conde de Rumford (1753-1814) se habiainteresado en los
fendmenos térmicos. Trabajo durante muchos afios construyendo e inventando aparatos como hornos,
chimeneas, etcétera. Se dio cuenta de que no era posible considerar a calor como una sustancia. En un
célebre trabajo hizo ver que se podia producir calor por medio de friccién. Como € emplo menciond su
experiencia en la perforacion de cafiones. Se habia dado cuenta que podia generar tanto calor como
quisiera simplemente produciendo tanta friccién como fuera necesaria. Esta experiencia la tenemos
cotidianamente. Se puede calentar tanto como queramos algun objeto simplemente haciendo que otro
resbale sobre é; aqui interviene el fenébmeno de lafriccion. A Rumford le llamé la atencion el hecho de
que

| as fuentes de cal or generadas por friccion en estos experinmentos
pareci an ser, evidentenente, inagotables. No es necesario afiadir que al go que
cual qui er cuerpo o sistema de cuerpos aislados puede proporcionar sin limtes
no puede posi bl enmente ser una sustancia material; ne parece que es
extrenmadanmente dificil, si no es que inposible, fornmarse una idea clara de
al go capaz de ser excitado y conunicado en |l a manera en el que el calor fue
excitado y comuni cado en estos experinmentos, que no sea el novim ento.

Sin embargo, Rumford no pudo aclarar €l origen de este movimiento. Fue hasta |la década de 1830 a 1840
gue e gran fisico inglés James Prescott Joule (1818-1889) realizo una brillante serie de experimentosy
pudo demostrar que €l calor era una forma de energia. Asimismo, present6 uno de |os primeros enunciados
de la conservacion de la energia. Casi simultaneamente a Joule pero de manera completamente
independiente, e médico aleméan Robert Mayer (1814-1878) publicd un trabajo en €l que también enuncid
un principio de conservacion de la energia. Sin embargo, se debe mencionar que |os argumentos utilizados
por Mayer parallegar a dicho enunciado contenian muchas generalizaciones sin base firme. Finalmente, €l
fisico aleman Hermann von Helmholtz (1821-1894) public6 un tratamiento cuantitativo de la conservacion
delaenergiaen € gue incluiatambién las energias eléctrica, magnéticay quimica.

Como resultado de estos trabajos se pudo formular entonces el siguiente principio: cuando el calor se
transforma en cualquier otraformade energia, o viceversa, la cantidad total de energia permanece
constante; es decir, la cantidad de calor que desaparece es equivaente ala cantidad del otro tipo de energia
en que se transformayy viceversa. Este principio se conoce como la primeraley de latermodinamica.

Consideremos ahora otro tipo de experiencias que se tienen acerca de fendmenos térmicos. Sabemos que s
Se ponen en contacto dos cuerpos con diferentes temperaturas, al transcurrir €l tiempo el mas caliente se
enfriay el méasfrio se calienta, hasta que llega un momento en que ya no intercambian calor. Unavez
alcanzado este momento, |os dos cuerpos tienen la misma temperatura que permanece estable a seguir
transcurriendo €l tiempo. Se dice que los cuerpos en contacto han llegado a un estado de equilibrio
térmico. Al observar |o anterior nos damos cuenta de que en la naturaleza | os procesos ocurren en cierta
direccion, asaber: el cuerpo mas caliente se enfriay el mésfrio se calienta. En nuestra vida cotidiana
hemos podido experimentar que el proceso inverso no ocurre en forma espontanea; es decir, sabemos que
el cuerpo frio no se enfriamasyy el cuerpo caliente no se calientamas. Este Ultimo proceso no violariala
primeraley delatermodindmicay, sin embargo, no ocurre en la naturaleza.

Otro gemplo es el siguiente: cuando un cuerpo resbala sobre una superficie rugosa, existe friccion entre



ellos. Laenergiacon laque € cuerpo se mueve, llamada energia cinética, se pierdey con € tiempo el
cuerpo se detiene. Se dice entonces que la energia cinética se disipd. Esta energia se ha transformado en
calor. Uno se puede dar cuentade ello a tocar |as superficies de contacto y sentir que se calientan. Esto es
precisamente lo que vio Rumford. Ahorabien, laprimeraley no seviolariasi el cuerpo en reposo extrajera
calor de la superficie con la que esta en contacto, transformara este calor en energia cinéticay empezaraa
moverse. Sin embargo, nunca observamos que esto ocurra espontaneamente.

Estos dos gjemplos ilustran un hecho muy general, segiin €l cual |os procesos que ocurren en la naturaleza
solamente |o hacen en ciertadireccion. El principio que nos indicaladireccion en laque ocurren los
procesos naturales es la segunda ley de la termodinamica.

Fueron varios los cientificos que trabajaron en la elaboracion de la segunda ley. Mencionaremos solamente
a Sadi Carnot (1796-1832), William Thomson, lord Kelvin (1824-1907), B. P. Clapeyron y, finalmente, a
Rudolf Clausius (1822-1888), quien hacia 1850 le dio la formulacion final.

Una observacioén muy importante, que tiene gran relevancia para nuestros propositos, es que las dos leyes
de la termodinamica arriba mencionadas se obtuvieron y se aclararon sin la necesidad de establecer 0
definir en ningn momento de qué estaba hecha la materia. Fueron obtenidas a partir de propiedades y
comportamientos macroscépicos de las sustancias.

Las leyes de la termodinamica fueron aceptadas y aplicadas en diversos campos tanto de la ciencia como
de laingenieria. Se puede afirmar que estas leyes tuvieron un fuerte efecto en la Revolucion Industrial del
siglo X1X. Se aplicaron intensamente en disefios de maquinas de vapor, en diversos procesos quimicos,
etcétera. El enorme atractivo que tenian era su gran simplicidad y amplio campo de validez.

NACE LA TEORIA CINETICA

Desde la antigliedad griega muchos pensadores elucubraron acerca de la composicion de la materia.
Diversas hipétesis se propusieron, sin que, en general,. tuvieran verdaderas bases cientificas. Ademés,
estas hipoétesis tampoco fueron aceptadas en general. De hecho, fue hasta principios del siglo X1X que, con
los trabajos de John Dalton (1766-1844), se empezaron a dar |0s primeros pasos serios en €l estudio de la
estructura atomica de la materia. Posteriormente también contribuyeron de manera muy importante
cientificos como Joseph L. Gay-L ussac (1778-1850). Amedeo Avogadro (1776-1856) y Jons Jacob
Berzelius (1779-1848). Hacia mediados del siglo pasado ya se tenia un cuerpo de teoria adecuado, aunque
incompleto, que implicaba que la materia estaba compuesta de particul as microscopicas, [lamadas &omos.
Debemos mencionar que de ninguna manera esta hipotesis fue aceptada en esa época por la mayoriade los
cientificos activos. De hecho fueron relativamente pocos los que asi |0 hicieron.

Hacia mediados del siglo XIX se enfrentaba la siguiente situacion: por un lado, se habian planteado las
leyes de la termodinadmica que, como podemos recordar, se refieren a aspectos macroscopicos del
comportamiento de las sustancias; y, por € otro lado, se vislumbraba cada vez con mayor claridad que la
materia estaba compuesta de &omos. Surgi6 entonces la necesidad de conciliar estos dos conocimientos.
Dicho en otras palabras, se planteaba la siguiente cuestion: erasi |la materia, en efecto, estéd compuesta de
particul as microscopicas, ¢qué consecuencias macroscopicas tiene el comportamiento microscopico de una
sustancia?

Esta pregunta ya se habia planteado desde el siglo XV1I, entre otros por Robert Boyle (1627-1691). En €
siglo XVI1I continuaron trabajando en ello Leonhard Euler (1707-1783) y Daniel Bernoulli (1700-1782).
Estos estudiosos obtuvieron algunas consecuencias alas que, sin embargo, no se les prestd la debida
atencion yague por un lado, entonces no se aceptaba la hipotesis atdmicay, por €l otro, muchos de los
conceptos utilizados eran bastante oscuros. Fue en la primera mitad del siglo XI1X cuando se empezaron a
dar los primeros pasos en firme. Varios trabajos de J. Herapath presentados alrededor de 1820y de J. J.
Waterston alrededor de 1845 retomaron la cuestion. Sin embargo, fue hasta mediados de siglo en que este
tipo de teoriatuvo un feliz renacimiento. En efecto, entre 1850 y 1875 August Kronig (1822-1879), Rudolf
Clausius, James C. Maxwell (1831-1879) y Ludwig Boltzmann (1844-1906) desarrollaron las bases de la



modernateoria cinética de la materia. Supusieron que las sustancias estaban compuestas de &omosy a
partir de su comportamiento microscdpico obtuvieron como consecuencia algunas propiedades
macroscopicas. En particular, pudieron fundamentar varios resultados que ya se conocian en
termodinamicay explicar diversos fenédmenos. Calcularon, por ejemplo, propiedades tales como €l calor
especifico, la conductividad térmicay la viscosidad de gases poco densos 'y todo ello en términos de
propiedades de los &omos que |os constituyen.

Asimismo, hemos de mencionar que, entre otras cosas, Maxwell obtuvo también como resultado de sus
trabgjos la distribucién de las vel ocidades de los atomos en un gas en equilibrio. Esta cantidad indica
cuantos &omos de un gastienen un cierto valor de velocidad. Asi, se puede saber cudl eslavelocidad que
tiene lamayoria de los &omos. Maxwell explico laforma en que esta distribucion depende de la
temperatura del gas, de la masa de sus &omos, etcétera. A esta distribucion se le llama maxwelliana. El
mismo Maxwell realizd varios experimentos en los que verifico las predicciones tedricas hechas parala
conductividad y laviscosidad de un gas poco denso. Fue afios después que se verificd experimentalmente
gue un gas en equilibrio, efectivamente, tiene la distribucién de vel ocidades predicha por Maxwell.

REGRESAMOSAL MOVIMIENTO BROWNIANO
Después de este breve paréntesis regresemos a nuestra resefia de la historia del movimiento browniano.

Durante | as tres siguientes décadas posteriores al trabajo de Brown, €l interés por el movimiento
browniano, que fue bautizado asi en honor del boténico inglés, decayd. Casi nadie se dedico aexplicarlo o
ainvestigarlo mas.

Posteriormente, diversos investigadores estudiaron este movimiento. Entre ellos se puede mencionar a
Christian Wiener (1863), Giovanni Cantoni y S. Oehl (1865) y a G. L Gouy (1889). Hacia mediados del
siglo XIX se habian formado muchas hip6tesis acerca de las causas del movimiento; sin embargo, con las
observaciones experimentales varias de | as hipétesis fueron eliminadas. En particular se pudo probar de
manera contundente que este movimiento no se debia a que hubiera diferencias de temperatura entre dos
regiones del espacio. El movimiento browniano se presenta también cuando la temperatura es la mismaen
todos los puntos del fluido. Asimismo, se desechd la hipotesis de que el zigzag se debia a fuerzas
capilares, ya que también ocurria en recipientes muy grandes en |os cuales dichas fuerzas no se
manifiestan. Cantoni y Oehl mantuvieron sellada herméticamente una suspension durante un afio y
encontraron que el movimiento browniano de las particulas no se alter6 en ese intervalo.

En 1863 Wiener formul 6 varios argumentos para mostrar que el movimiento browniano no podia
atribuirse a causas externas, sino que tenia que deberse a movimientos internos del fluido. Asimismo,
Cantoni lo atribuyd a movimientos térmicos en €l liquido, y considerd que este fendmeno nos daba una
demostracién experimental, bellay directa, de |los principios fundamental es de |a teoria mecénica del
calor”. con esto sereferiaalarelacion entre calor y movimiento, que alin en esas épocas no estaba
suficientemente clara. De estaforma, durante la década de 1870 se expresd cada vez més frecuentemente
la opinién de que e movimiento browniano estaba, de alguna manera, relacionado con el calor.

Por otro lado, corno se relatd, en esos tiempos ya se hablaba de que | as particulas que componian las
sustancias se movian. De hecho, Maxwell ya habia estimado sus velocidades. Algunas personas
consideraron la posibilidad de que e movimiento browniano fuera causado por las colisiones de los
atomos del fluido con la particulainmersa en €. El boténico alemén Karl Négeli publico un trabgjo en
1879 en € que tratd de probar que este mecanismo no podia ser el causante del movimiento browniano.
Parallo, uso las estimaciones de las masas y velocidades de |os atdmos que se habian obtenido de lateoria
cinética para calcular los cambios en la velocidad que experimentaria la particula browniana después de
una colisiéon con un &omo del fluido. Obtuvo que estos cambios deberian tener valores extremadamente
pequefios, por lo que concluyd que ésta no podia ser la causa del fendmeno. El quimico inglés William
Ramsay |leg0, casi simultaneamente, ala misma conclusion.

El argumento que daban eramuy sencillo. Si, como es €l caso, la particulainmersa en € fluido tiene una



masa mucho mayor que la de un d&tomo del fluido (Figura 2), entonces al chocar estas dos particulas, la
particula masiva casi no es afectada por € choque. En paricular, Nageli uso los valores apropiados para
hongos que introdujo en un gas. lamasa del hongo era 300 millones de veces més grande que ladela
moléculadel gas.
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Figura 2. Colision de un &tomo del fluido con la particula browniana.

Otro cientifico interesado en e fendmeno fue el francés Léon Gouy que hizo diversos experimentos de los
gue concluyé que lavivacidad y agilidad mostrada por las particul as aumentaba a medida que el tamafio
de la particula era menor; asimismo, esta vivacidad aumentaba a medida que la viscosidad del liquido en
que se metian las particulas disminuia.

Gouy también descart6 la posibilidad de explicar este movimiento con base en colisiones con los &omos
del fluido. Sin embargo, Gouy hizo laimportante sugerencia de que el movimiento browniano podria ser
unaviolacién ala segundaley de latermodinamica. El argumento que daba era que, al moverse la
particulaen €l fluido, en lugar de disipar su energia cinéticaen calor debido alafriccion entre ellos (la
viscosidad entre el fluido y la particula) ocurria que en ciertos momentos la velocidad de la particula
jaumentabal Esto significaba que de alguna manera la particula extraia energia calorificadel fluidoy la
transformaba en energia cinética.

AuUn aprincipios del siglo XX lateoria de la composicién atémica de la materia se encontré bajo muy
fuertes ataques. En particular, lateoria era puesta en duda por |os integrantes de la llamada escuela
energética, como G. Helm, Ernst Mach (1838-1916), Wilhelm Ostwald (1853-1932) y P. Duhem. Ellos
sostenian que habia muchas contradicciones entre las conclusiones de |as teorias atdmicas por un lado y
las obtenidas de las |eyes de la termodinamica, por el otro. Propusieron rechazar de plano las teorias
atbmicay cinéticade lamateriay quedarse solamente con las leyes de |a termodinamica.

En resumen, podemos decir que en los primeros afios del siglo XX lasituacién era lasiguiente: por una
parte, no se tenia una explicacion firmey clarade las causas del movimiento browniano; a contrario, lo
gue se tenia era un panorama muy confuso y contradictorio. Por otro lado, un gran nimero de importantes
cientificos no aceptaba la hipotesis de la constitucion atdbmica de la materia. Ellos abogaban por latesis
segun la cual no era necesario desarrollar unateoria microscopica de las propiedades de la materia (0 sea,
lateoria cinética) sino que las leyes de |a termodinamica eran suficientes, pues contenian toda la
informacion necesaria sobre un sistema fisico. Ademas, asi se evitarian todas las inconsistencias y
paradojas que aparentemente contenia la teoria atdmica.







lll. SIGUE LA HISTORIA: EINSTEIN

EN EL afio de 1905 & famoso fisico Albert Einstein (1879-1955) publicé un célebre trabajo en € que
propuso la explicacién del movimiento browniano. Es interesante notar que ese mismo afio Einstein
publico otros dos famosos trabajos: € del efecto fotoeléctrico (que le valdria el premio Nobel de Fisicaen
1923) y e delateoriade larelatividad.

Para apreciar la contribucion de Einstein hay que mencionar que hasta ese momento todos |os argumentos
propuestos para el movimiento browniano habian sido solo cualitativos. Es decir, no se habia formulado
ningunateoria de la que se pudiera colegir relacion alguna que fuera susceptible de medirse
experimentalmente.

En su trabajo, Einstein contrasto | as predicciones de las leyes de la termodinamica con las de lateoria
Cinética, que estaba basada en |a suposicién atémica. En particular se interesd por las conclusiones que se
obtendrian si e movimiento browniano se tratara de explicar por medio de la hipétesis atébmica.

Un escollo importante fue la objecion hecha por Négeli, que ya mencionamos antes, acercade la
posibilidad de que el movimiento browniano se pudiera explicar como efecto de las colisiones entre la
particula brownianay los atdémos que componen el fluido. Se hizo ver que el argumento de Né&geli no era
correcto. En efecto, en primer lugar, segun habia mostrado Maxwell, las particulas del fluido no tenian
todas la misma velocidad, sino que tenian muchas vel ocidades; es decir, tenian una distribucién de
velocidades. Ademas, estas vel ocidades tienen todas |as posibles direcciones (Figura 3). En segundo lugar,
el nimero de colisiones que experimenta una particula en un fluido es extraordinariamente grande, del
orden de j102° (un uno seguido de veinte ceros) colisiones en cada segundo! Entonces, y a pesar de que en
cada colision con un atomo del fluido una particula suspendida en él cambia su velocidad en una cantidad
extremadamente pequefia (tal y como lo calcul6 Nageli), puesto que la particula suspendida experimenta
un ndmero extraordinariamente grande de colisiones, €l efecto acumulado de todas |as colisiones resulta
ser apreciable.
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Figura 3. Las velocidades de los atomos de un fluido tienen todos las posibles direcciones y sentidos.

Otra objecion que seresolvio fue lasiguiente: si las particulas del fluido chocan por todos lados con la
particula suspendida puede ocurrir que dos de ellas choguen en forma opuesta (Figura 4) de tal manera que
el pequefio efecto que cada una de €ellas hace sobre |a particula suspendida se cancele. Sin embargo, dado
gue es altamente improbable que dos particulas del fluido que chocan en sentidos diametral mente opuestos
con la suspendida tengan justamente las mismas magnitudes de sus vel ocidades, esta cancelacion de
efectos no ocurre.




Figura 4. Es poco probable que en un instante dado dos particulas del fluido choquen con la
browniana en forma diametralmente opuesta y tengan justamente las mismas magnitudes de sus
velocidades.

Esta claro entonces que e resultado neto es que la particula suspendida experimenta un cambio finito de
velocidad y que su direccion también se altera. Estos cambios son impredecibles tanto en magnitud como
en direccion ya que dada la cantidad de colisiones, no es posible seguir €l efecto individual de cada unade
ellas. Pero lo importante es que éstas ocurren continuamente, por 1o que la particula suspendida cambiara
su velocidad también en forma continua, tanto en magnitud como en direccion. De este modo, la particula
browniana realiza un movimiento fluctuante, azaroso, en zigzag como el mostrado en lafigura 1. Nos
damos cuenta de gque este movimiento debe llevarse a cabo todo € tiempo mientras € sistema exista.
Como se vio arriba, Cantoni y Oehl ya habian encontrado experimentalmente este resultado.

Un antecedente de mucha relevancia que hay que mencionar en este momento es que desde el afio de 1902
Einstein habia trabajado en la teoria microscopica de la termodinamica, teoria que en la actualidad recibe
el nombre de mecanica estadistica. En €l transcurso de estas investigaciones, Einstein sevio en la
necesidad de estudiar las fluctuaciones que ocurren en las cantidades termodinamicas arededor de sus
valores de equilibrio. Unavez que pudo establecer con claridad las caracteristicas de estas fluctuaciones se
interesd en aplicar las ideas que desarroll6 a otros fenémenos fisicos que involucraran también
fluctuaciones. Este fue uno de los motivos por |os que se interesd en el movimiento browniano. Otro
campo en el que aplico sus ideas sobre fluctuaciones fue el de laradiacion de cuerpo negro; de ahi surgio
su famoso trabajo sobre el efecto fotoel éctrico.

Regresando al tema del movimiento browniano, Einstein obtuvo ademas de conclusiones cualitativas
predicciones cuanitativas que podrian compararse con resultados experimentales. Entre estas predicciones
destacan dos muy importantes: predijo la distancia que debe recorrer una particula suspendida en un fluido
y ademaés, mostro que la segunda ley de la termodinamica se cumple sélo en promedio. Supongamos que
en el instanteinicial la particula suspendida esta en cierto punto, digamos en A (Figura 5,(a)). Después de
cierto tiempo t, la particula se encontrara en B, que estda una distanciad del punto inicial A. Si se repite
esta experiencia, resulta que la particula en el mismo tiempo t no se encontrara ahora a una distanciad
como antes, sino a otra distancia, digamos d; (Figura5(b)). Si se vuelve arepetir la experiencia, en lugar
de d, se encontrara otra distancia, digamos d, (Figura 5(c)), y asi sucesivamente. Se pueden tomar los
cuadrados de estas distancias encontradas en una sucesion muy grande de experienciasy calcular el
promedio de estos cuadrados. Denotaremos este promedio como <d?> y |o [lamaremos desplazamiento
cuadrético medio. Einstein predijo que esta cantidad debe comportarse, segiin transcurre el tiempo, en la
forma mostrada en lafigura 6. Esta curvatiene dos secciones. La primerade ellas, quevade O aN, 0 sea
entre el tiempo inicia y un tiempo que llamamost es una parabola. Paratiempos mayores quet, lagréfica



es unalinearecta, que corresponde ala seccién NM. El tiempo es un tiempo extremadamente corto. Ahora
bien, en mecanica se demuestra que el hecho de que la curva sea una pardbola nos indica que en €l
intervalo entre O y t |la particula suspendida se comporta como una particulalibre. Esto se desprende del
siguiente argumento. Al colocar la particula en el fluido, mientras no chogque con ninguna de las particulas
del fluido, se comportara como particulalibre. Es obvio que este intervalo dura muy poco tiempo. Unavz
gue empieza a chocar con las particulas del fluido, entonces, segn Einstein, la grafica cambiay debe ser
unalinearecta. Resulta de la hidrodindmica que un comportamiento rectilineo de este tipo corresponde a
ladifusion de la particulaen el fluido. Einstein encontro, ademas, que lainclinacion de la recta depende de
varias cantidades: latemperatura del fluido, su viscosidad, |as dimensiones de la particulay €l nimero de
Avogadro. Recordemos que éste es el nimero de d&tomos que contiene un mol de sustancia.
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Figura5. Al realizar repetidas veces la observacion del movimiento de particulas brownianas que
inicialmente estan en e mismo punto (A), se encontrara que al final del mismo intervalo se hallan a
distintas distancias de su posicion inicial.

Por otro lado, Einstein hizo ver ademas, que en € caso del movimiento browniano efectivamente se
violabala segundaley de latermodindmica, y no porque estaley no fuera correcta, sino porque no sela
podiainterpretar de la manera absoluta en que los energeticistas 1o hacian. De hecho habia que darle una
interpretacion estadistica: la segundaley se cumple solamente en promedio.

De estaforma, Einstein planted un problemaa gque solamente la naturaleza, a través de un experimento,
podriadar solucion: la posibilidad de medir el desplazamiento cuadrético medio de una particula
browniana.

Fue €l fisico Jean Perrin, con ayuda de su discipulo M. Chaudesaigues, quien entre los afios 1908-1911
realizd este experimento. Describiremos brevemente la manera en que lo hiciera. En primer lugar, hay que
darse cuenta de que no es posible registrar |a posicion exacta de una particula browniana. Al ser observada
en un ultramicroscopio, una particula de éstas se manifiesta como un destello luminoso. Debido a tipo de
movimiento que realiza, este destello parece vibrar alrededor de una posicion promedio. Fue V. Henri bien
introdujo el método de observar este movimiento por medio de una serie de fotografias tomadas por una
camara cuyo ojo se abriaen intervalos de 0.05 sy con exposiciones de 0.003 s. Lo que hizo Perrin fue
tomar una serie de estas fotografias, registrando las posiciones de la particula en intervalos de 30 s. Asi
obtuvo algo analogo alo mostrado en lafigura 1. Grafico luego los valores cuadréticos medios y obtuvo
que, efectivamente, a partir de cierto instante, su gréfica era unalinearecta. Ademéas, pudo medir la
inclinacion de estarecta, y dado que conocialatemperaturay laviscosidad del fluido asi como las
dimensiones de la particula, dedujo de laférmula de Einstein que €l valor del nimero de Avogadro deberia
ser igual a6.4 X 1023, Este valor concordaba con los obtenidos por otros métodos compl etamente
independientes, como la electrdlisis, €l experimento de Millikan para encontrar larazon delacargaala
masa del electrén, la separacion reticular en un cristal, y otros mas. El valor del niUmero de Avogadro,



medido en la actualidad con mucha mayor precision, es 6.02 x 1023, Por sus estudios sobre el movimiento
browniano Jean Perrin recibi6 € premio Nobel de Fisicaen 1926.

La prediccion de lalinearecta que aparece en lafigura6y € valor del nimero de Avogadro fueron
también el resultado del trabajo de otros cientificos, entre los que solamente citaremos a M. Seddig (1908),
V. Henri (1908), T. Svedberg (1906-1912), F. Ehrenhaft (1907), M. de Broglie (1909), H. Fletcher.

(1911).

Después de esta brillante confirmacion del trabajo de Einstein, y para ser mas precisos, de las hipétesis que
formul 6, quedaron muy pocas dudas sobre larealidad de la estructura atdbmica de lamateria. Asi, por
giemplo, S. Arrhenius dijo lo siguiente en una conferencia que dict6 en Paris en 1911: "Después de esto,

no es posible dudar que la teoria atdbmica considerada por |os fil 6sof os de la antigtiedad, Leucipo y
Demdcrito, haya alcanzado la verdad, por o menos en su parte esencial.”

Fue Ostwald, uno de los impugnadores de la teoria atdmica, quien en 1909 escribi6 en € prefacio de su
libro Grundriss der allgemeinen Chemie: "Me he convencido de que hemos entrado recientemente en
posesion de la prueba experimental de la naturaleza discreta de la materia, que la hipétesis atomica habia
buscado en vano durante siglos, por no decir milenios.” Es decir, todos estos trabajos convencieron a
Ostwald. Sin embargo, Ernst Mach, otro de los opositores, no cambié su opinion. De hecho, é fue
précticamente el Unico cientifico que no aceptd la hipotesis atdmica por 1o que se quedo solo.
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Figura 6. El desplazamiento cuadr atico medio de la particula browniana predicho por Einstein.

A partir de entonces se consolidd para siempre esta hipétesisy ya nadie ha vuelto adudar de ella.
Asimismo, quedaron claros los limites para entender la segunda ley de la termodinamica.

Se podria pensar que unavez explicado el movimiento browniano por el trabajo de Einstein ya no habia
nada que hacer en este campo. Sin embargo, esto no es cierto. Laimportancia del movimiento browniano
dej6 de residir en la explicacion de sus causas 0 en la confirmacién de la hip6tesis atdmica, adquiriendo un
renovado interés por otras posibilidades que ofrecié. Solamente mencionaremos algunas de ellas: dar luz
en el campo de los procesos irreversibles; impulsar a campo de las mateméticas que estudia las [lamadas
funciones no-diferenciables; aplicaciones en la teoria de suspensiones coloidales; utilizacion de estas ideas
en otros campos, como €l de los laseres; abrir sorprendentes horizontes en el desarrollo de lateoriade los
fractales, y varias mas.







V. ALGO SOBRE PROCESOS IRREVERSIBLES

SUPONGAMOS que se tiene agua en un vaso Yy que en cierto instante se vierten dentro de éste varias gotas
de tinta negra (Figura 7). Observaremos que, a transcurrir €l tiempo, varias partes del agua empiezan a
oscurecerse. En instantes posteriores, otras porciones del agua, que antes permanecian transparentes
empiezan a colorearse. Esto ocurre hasta que, finalmente, toda €l agua se oscurece. Unavez gque esto
sucede, el agua permanecera indefinidamente asi, a menos que se le haga algo.
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Figura 7. Ladifusion de gotasdetinta en agua esun proceso irreversible.

En esta experiencialatinta, que inicialmente estaba en la parte superior del vaso, se difundié hasta que se
homogenizo dentro del liquido. Al final del proceso latinta quedo distribuida uniformemente dentro del
agua. Unavez que se hallegado ala situacién uniforme, logra un estado de equilibrio.

El proceso por medio del cual se alcanza este estado es, en el gemplo descrito, irreversible. Se le califica
de esta manera porgue no se da el caso de que en forma espontanea la tinta se recoja en algun lugar del
agua. Por ggemplo, no ocurre que latinta vuelva a formar las gotas que originalmente se vertieron.

Otro gjemplo seria el mencionado en el capitulo I1: si dos cuerpos que estan inicialmente a dos
temperaturas distintas se ponen en contacto, € cuerpo caliente se enfriay el cuerpo frio se calienta, hasta
gue ambos adquieren la misma temperatura. Esta temperatura comin tiene un valor intermedio
considerando las temperaturas iniciales. Unavez que |os cuerpos tienen la mismatemperatura la
conservaran indefinidamente. Se dice, otra vez, que han llegado a un estado de equilibrio.

Este proceso también esirreversible, ya que por mas tiempo que esperemos, no ocurre que de pronto uno
de los cuerpos empiece aenfriarse y el otro a calentarse.

Un nimero muy grande de los fendmenos que conocemos son irreversibles. Ademas de |os que acabamos
de describir se pueden mencionar, por g emplo, el envejecimiento de las personas, la disipacion de energia
mecanica por friccion en cualquier motor, ladisipacion de laenergiaal fluir una corriente eléctrica por un
conductor, etcétera.

Un gjemplo mas de proceso irreversible es el movimiento browniano. En efecto, s inicialmente la
particula suspendida tenia cierta velocidad y cierta posicion, después de un tiempo dado y en particular en
el régimen en que e desplazamiento cuadrético medio eslineal en e tiempo, la posicién de la particulay
su velocidad ya no vuelven atomar los valores que tenian inicialmente. Esto significa que la particulano
regresa a estado que teniainicialmente. Por tanto, el movimiento browniano es un proceso irreversible.

Nos podemos dar cuenta de que en |os distintos fenOmenos irreversibles que hemos descrito va siempre
involucrado un tiempo muy especial. Este tiempo es el que tarda el sistemaen lograr el estado de
equilibrio. Por gemplo, en e caso de ladifusion de latintaen el agua, este tiempo es el que transcurre
desde que se vierten las gotas de agua hasta que la coloracion es uniforme. En el caso de los cuerpos a




distintas temperaturas, éste es el que ellos tardan en alcanzar latemperatura comin. A este tiempo sele
[lamatiempo de relgjacion del sistema.

Dado que los procesos irreversibles son tan frecuentes es muy importante poder entenderlos. En particular
es de interés saber de qué factores depende el tiempo de relgjacion de un sistema.
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EN EL capitulo anterior se habl6 de algunos procesos irreversibles. El problema ahora es como
describirlos. En primer lugar, debemos saber cuéles son |as cantidades importantes en cada uno de estos
procesos. Unavez que se ha decidido esta cuestion surge otra, a saber, ¢qué relacion existe etre las
diferentes cantidades importantes?

Para aclarar |o anterior veamos un gjemplo. Consideremos €l caso en que se ponen en contacto dos
cuerpos gue inicialmente tienen temperaturas distintas. Se sabe que latemperatura de cada cuerpo empieza
acambiar. Uno puede preguntarse qué valor tienen las temperaturas de cada uno de los cuerpos desde que
se les pone en contacto. Para determinarlo colocamos un termémetro en cada cuerpo y medimos su
temperatura ainterval os regulares. De esta manera se puede construir la gréfica de la temperatura de cada
cuerpo como funcion del tiempo. Si se hiciese este experimento se encontrarian gréficas del tipo mostrado
enlafigura8. Aqui T,y T, son las temperaturas que tenian los cuerpos inicialmente. Se ha supuesto que

latemperatura T, es mayor que latemperatura T, . Al transcurrir € tiempo, € cuerpo que inicialmente

estaba caliente se enfria (curva superior en lafigura 8), es decir, su temperatura disminuye. El cuerpo que
inicialmente estaba frio se calienta, por lo que su temperatura aumenta (curvainferior en lafigura 8).
Después de un cierto tiempo g, los dos cuerpos a canzan la mismatemperatura T, que luego cada uno
mantiene indefinidamente.

Ahorabien, ¢qué cantidades son las importantes en el desarrollo temporal de este proceso? Esta respuesta
se ha encontrado después de mucha actividad experimental. No entraremos en detalles, solamente daremos
el resultado. Tomemos, por gjemplo, € instante de tiempo t (véase la Figura. 9). En este instante las
temperaturas de los cuerpos son T, (t) y T, (t), respectivamente. Resulta que si entre |os dos cuerpos existe

una diferencia de temperatura, entonces hay un flujo de calor del mas caliente al méas frio. El flujo de calor
es proporcional aladiferencia de temperaturas entre los cuerpos. En particular, en € instantet, el flujo de
calor esproporcional aladiferenciaT, (t) - T, (t). Asi, en el instante inicial esta diferencia de temperaturas

esigual aAB (ver Fig. 9), mientras que en el instantet esigual a CD, menor que AB. En un instante
posterior, t', esta diferencia de temperaturas esigual a FG, que es més pequefia aln. Esto significa que
inicialmente hay un flujo de calor entre los cuerpos que es proporciona a AB. Al transcurrir el tiempo,
este flujo de calor va disminuyendo de manera continua. Asi, después del tiempo q y dado que las
diferencias de temperaturas son préacticamente nulas, yano hay flujo de calor entre los cuerposy, por
tanto, yano se modifican sus temperaturas. se hallegado al estado de equilibrio.
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Figura 8. Variacion de lastemperaturas de dos cuer pos en contacto al transcurrir el tiempo.



Inicialmente estan a distintas temperaturas.
Se ha descubierto por la experiencia que uno de |os factores importantes en la evolucién de este fendmeno

es ladiferencia de temperaturas entre |0s cuerpos en contacto. Nétese que, por si solos, los valores de cada
una de las temperaturas de |os cuerpos carecen de importancia, solamente su diferencia es significativa.

temperatura

A

tiempo

Figura 9. En cada instante el flujo de calor del cuerpo caliente al frio solamente depende dela
diferencia delastemperaturasentre ellos.

¢Es éste el Unico factor importante? No: aun cén la misma diferencia de temperaturas entre |0s cuerpos, no
resultalo mismo si se pone en contacto cobre con aluminio que si se trata de cobre con madera. Parala
primera pareja de cuerpos se alcanza el estado de equilibrio en un tiempo g mucho més pequefio que para
la segunda pareja es decir, |os tiempos de relgjacién en los casos son distintos. Ahora bien, la diferencia
entre estos dos casos es que se cambio el aluminio por la madera.

El aluminio se diferencia, entre otras cosas, de lamadera, por €l hecho de que su capacidad de hacer pasar
el calor es mayor que la de este material. Se dice que la conductividad térmica del aluminio es mayor que
lade lamadera. Pues bien, mientras mayor sea la conductividad térmica de una de las sustancias que se
ponen en contacto, mas pequefio sera el tiempo derelgjacion y, por tanto, se llegara mas rapidamente al
estado de equilibrio.

Existe ademés otro factor que influye en el fendmeno. Este factor es la capacidad del cuerpo frio de
absorber el flujo de calor, y la capacidad del cuerpo caliente de emitir o soltar el flujo de calor. Esta
cantidad se Ilama capacidad calorifica del cuerpo. Mientras més grande sea la capacidad calorifica de un
cuerpo mas fécilmente absorbera (o emitira) la energia calorificay mas pronto se establecera el estado de
equilibrio. Por tanto, €l tiempo de relgjacién también depende de esta capacidad.

Sintetizando: en el ejemplo que acabamos de dar, |os factores importantes para la descripcion del proceso
irreversible son la diferencia de temperaturas entre los cuerpos, sus conductividades térmicasy sus
capacidades calorificas. En general, dados dos cuerpos que se van a poner en contacto, es necesario hacer
experimentos paramedir el valor de cada una de estas propiedades.

Debemos notar que en la descripcion que se acaba de hacer del proceso irreversible nunca se tuvo que
mencionar que cada uno de |0s cuerpos que se ponian en contacto estuviese compuesto de &omos. De
hecho, |as diferencias entre ell os solamente se manifestaron a través de caracteristicas como la
conductividad térmicay la capacidad calorificay nadamas. A este tipo de descripcién sele llama
empirica, fenomenol 6gica 0 macroscopica.

Sin embargo, se sabe que |os cuerpos estéan compuestos de &tomos 0 moléculas. Por tanto, uno esperaria



gue también se pudiera describir este proceso irreversible en términos de las propiedades atdbmicas de las
sustancias en contacto. Este tipo de descripcién se [lama microscépico, e implica que el conocimiento de
las leyes microscopicas que rigen los movimientos de los atomos deberia llevarnos, de alguna manera, a
determinar el comportamiento macroscopico de la sustancia. En particular, se deberia poder justificar
cuando y bajo qué circunstancias son validas | as leyes de la termodindmica de | as que hablamos en
secciones anteriores; ademés, deberiamos ser capaces de predecir cuanto valen las diversas propiedades de
las sustancias como su conductividad térmica, su capacidad calorifica, etcétera.

Hemos de mencionar que este problema, planteado tal y como lo acabamos de hacer, no ha sido resuelto
hasta el dia de hoy en forma general. Solamente para algunos sistemas sencillos, como gases a muy baja
densidad, cristales perfectos o algunos sistemas magnéticos, se ha podido llevar a cabo, en parte, este
ambicioso programa. Para sistemas mas complicados €l programa no se ha cumplido. Una de las
principales dificultades estriba en que si se considera una sustancia macroscopica, ésta tiene alrededor de
1020 (jun uno seguido de veinte ceros!) atomos en cada centimetro cubico de volumen. En consecuencia,
para describir su evolucion y sus propiedades se requiere conocer latrayectoria que describe cada uno de
sus a&omos. A este problema se lellamaen fisica el "problema de muchos cuerpos’. Para fuerzas reales
entre los &omos su solucion rigurosa no se ha obtenido aln. Cabe hacer notar que en forma exacta se ha
resuelto solamente el problema de dos (si, dos) cuerpos. El problema de tres cuerpos solamente ha sido
resuelto en forma aproximada. Si por algiin motivo las fuerzas que se gjercen entre las particulas de un
sisterna son muy débiles, entonces se puede seguir con bastante precision e programa arriba indicado.
Esto es justamente o que ocurre en |os sistemas que Se mencionaron antes, como |os gases densos,
etcétera.

Aprovecharemos la oportunidad para mencionar que este tipo de problemas de muchos cuerpos se presenta
en varios campos de lafisica, como por gjemplo en lafisica atomica, en donde se trata de describir las
propiedades de un &tomo que estd compuesto de varias particulas (ndcleo y nube de electrones que lo
rodea). Solamente ha sido resuelto rigurosamente el caso del &omo de hidrégeno, formado por un nicleo
y un solo electrédn, es decir, se trata de un problema de dos cuerpos. Otros &omos han sido estudiados solo
en forma aproximada. Otro campo en donde tiene importancia el problema de muchos cuerpos esen la
astronomia, en que se trata de describir 10os movimientos de varios cuerpos celestes, unos en presencia de
otros. Por gemplo, el caso del Sol, laTierray laLuna solamente ha sido resuelto en forma aproximada
(aunque con una precisién muy alta). Finalmente, mencionaremos otro campo, el de lafisicanuclear, en
donde se trata de entender é comportamiento del ntcleo de un &omo, que esta compuesto de varias
decenas de particulas (protones y neutrones).

El movimiento de una particula browniana inmersa dentro de un fluido proporciona un caso en € que si es
posible hacer una descripcion dentro de los lineamientos arriba mencionados. En efecto, debido alagran
diferencia entre la masa de la particula brownianay las masas de | as particulas que componen € fluido,*
resulta que es posible reducir su descripcién ala del movimiento de un solo cuerpo. En ciertas
condiciones, es ya posible resolver € problemay de esta manera estudiar con gran detalle la evolucion
irreversible del cuerpo hacia su estado de equilibrio.

Como ocurre con mucha frecuencia, se dispone de la descripcién microscopica de un fendmeno. Es a
partir de ello que se encuentran distintas consecuencias sobre el comportamiento del sistema en cuestion.
Al hacer |a descripcion macroscopica, uno se contenta solamente con justificar las propiedadesy leyes
macroscopicas del sistema, dado que las consecuencias macroscopicas ya se han encontrado. Por o tanto,
antes de intentar hacer una descripcién microscopica conviene conocer |la macroscopica; es decir, saber
hacia donde encaminar |0s pasos, 0 en otras palabras, saber qué eslo que hay que justificar.

En vistade lo anterior, revisaremos en |os siguientes capitulos el fendbmeno del movimiento browniano
desde el punto de vista de los procesos irreversibles. En primer lugar haremos una exposicion
macroscopica del fendmeno y posteriormente se estudiara la manera en que se ha justificado
microscopicamen te.



NOTAS

* Lamasa de las particul as brownianas es muy grande comparada con la de los &omos, pero muy pequefia
desde el punto de vista microscdpico.
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VI. DESCRIPCION EMPIRICA DEL MOVIMIENTO BROWNIANO.

ESTADISTICA

UNA de las primeras descripciones macroscopicas del movimiento browniano fue hecha en 1908 por el
fisico francés Paul Langevin. El hizo |as siguientes consideraciones: si una particula grande (comparada
con las dimensiones atémicas) se introduce en un fluido, entonces, de acuerdo con la hidrodindmica, vaa
experimentar una fuerza opuesta que depende de su velocidad. Como gjemplo de este hecho podemos
mencionar €l caso de un auto o de un aeroplano que se mueven: el aire genera unafuerza que se opone a
movimiento; o cuando nadamos en una alberca: el agua se opone a nuestro movimiento. Estafuerzade
oposicién se debe alaviscosidad del fluido. Mientras mayor sealavelocidad con que se mueve el cuerpo
dentro del fluido, mayor seralafuerza de oposicion, o de friccidn viscosa, que se genere.

Por otro lado, de lo descrito anteriomente se sabe que al introducir una particula grande dentro de un
fluido, aguélla experimenta fuerzas debidas alas colisiones que sufre con las moléculas del fluido. En
vista de la gran cantidad de colisiones que ocurren en cada instante, esta segunda fuerza varia de una
formamuy azarosay violenta. Ello significaque si, por jemplo, hacemos observaciones de la particula
browniana con una escala de tiempo del orden de los segundos la fuerza debida a las colisiones variara
mucho, pues en un segundo habran ocurrido muchisimas colisiones. Por otro lado, en esta misma escala de
tiempo, la primera fuerza de la que hemos hablado, la de friccion, varia muy poco (Figura 10).
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Figura 10. Lasfuerzas estocastica y viscosa que experimenta la particula browniana varian en
diferentes escalas de tiempo.

De esta manera, se reconocen dos escalas de tiempo muy distintas: la escala en laque varialafuerza de
friccion (que es, para casos tipicos, del orden de segundos) y laescalaen la que varialafuerzadebidaalas
colisiones (que es del orden de milésimas de microsegundo). Esto significaque si observamos los
fendmenos con escal as de tiempo de segundos, |a fuerza de friccion apenas cambia, mientras que la otra
fuerza ya habra cambiado muchisimas veces.

Ahorabien, si se conoce lavelocidad de la particula, 1a fuerza de friccion también se puede determinar: es
proporcional aella. Es decir, si lavelocidad aumenta a doble, lafuerza se duplica; si lavelocidad se
triplicalafuerza aumenta al triple, etcétera. El coeficiente de proporcionalidad entre lafuerzay la
velocidad depende de la viscosidad del fluido asi como de laforma geométrica de la particula. Estas
dependencias son conocidas aunque no las daremos agqui. Ademés, € sentido que tiene la fuerza es opuesto
al delavelocidad ya que aguélla se opone a movimiento (Figura 11). En otras palabras, es posible



determinar completamente esta fuerza en cada instante. En lateoria del movimiento browniano se suele
[lamar fuerza sistematica a esta fuerza de friccion.

Otra cosa ocurre con la fuerza debida a las colisiones. Dado que en un segundo € nimero de colisiones
gue experimenta la particula browniana con las del fluido es enorme, resulta practicamente imposible
determinar el valor exacto de esta fuerza en cualquier instante. Por la misma causa, este valor variaen
pequefios interval os, de maneraimpredecible. Estamos entonces ante una situacion en que una de las
fuerzas que experimenta la particula browniana varia de manera azarosa; es decir, se tiene unafuerza
fluctuante. En mateméticas este tipo de cantidad recibe el nhombre de estocastica.
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Figura 11. La fuerza viscosa tiene sentido opuesto a la velocidad de la particula.

Antes de continuar, haremos un breve paréntesis para hablar acerca de algunas propiedades importantes de
las cantidades estocasticas. La parte de las matematicas que trata de ellas es |a estadistica.

ESTADISTICA

Consideremos € caso de una fabrica que produce clavos de 20 cm de largo. Resulta que st medimos con
cuidado las longitudes de | os clavos fabricados, nos daremos cuenta de que no todos |os clavos son de 20
cm. Los hay de 20.01 cm, de 19.99 cm, de 20.02 cm, etcétera. Por muy alto que sea el nivel del control de
calidad, siempre se produciran clavos de distintas longitudes. Esto, en general se debe a una multitud de
causas que son muy dificiles, o avecesimposibles de controlar. Por jemplo, una pequefiavariacion en la
temperatura del ambiente puede ser causa de que lalongitud de los esclavos fabricados cambie. Esto tiene
como consecuencia que los clavos producidos no tengan todos la misma longitud. De un lote, habra cierto
numero de clavos con longitud de 20 cm, otros de 20.01 cm, otro nimero de clavos con 19.99 cm, etcétera.
Por tanto, lalongitud de los clavos es una cantidad estocastica. En consecuencia, se genera asi una
distribucion de las longitudes de los clavos. En lafigura 12 se muestra una gréfica de esta distribucion. La
gréficanos indica el nimero de clavos que hay con determinada longitud. Vemos que la mayoria de ellos
se encuentra alrededor de 20 cm. Sin embargo los hay, aungue muy pocos, de longitudes que varian
bastante de 20 cm. Vemos que mientras mayor seala variacion de lalongitud con respecto a 20 cm, menor
serd el nimero de clavos que haya con estas dimensiones.
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Figura 12. Ladistribucion delaslongitudes de una muestra de clavos.



Sin embargo, o que si se quiere garantizar es, por |o menos, que de un lote de clavos producidos, €l
promedio de sus longitudes sea de 20 cm (Figura 12). Una vez que reconocemos |o anterior, seria deseable
gue lamayoria de |os clavos tuvieran longitudes alrededor de 20 cm, separandose muy poco, de este valor.
Es decir, deseariamos que casi no hubiera clavos con longitudes de, por giemplo, 22 cm. Ello significa, s
nos referimos alafigura 12, que el ancho D de la curva de la distribucion serd muy pequefio. Asi,
consideremos las dos distribuciones mostradas en lafigura 3. Vemos que ambas dan e mismo promedio.
Sin embargo, en una de éllas, lamas ancha, si hay un nimero apreciable de clavos que tienen longitudes
gue varian mucho de 20 cm, mientras que en la otra, la angosta, casi no hay clavos cuya longitud se algja
mucho de 20 cm. Diriamos que el control de calidad de |os clavos asociado a la curva angosta es mejor
gue el asociado al otro lote. El ancho D de cualquiera de estas distribuciones se llama la desviacion
estandar de la distribucion. Esta cantidad esta asociada a promedio de los cuadrados de lalongitud, es
decir, asu valor cuadrético medio.
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Figura 13. Dos distribuciones distintas que tienen el mismo promedio (20 cm) per o desviaciones estandar distintas.

Si el nimero de clavos producidos es muy grande, resulta que la distribucion tiene, en general, unaforma
de campana, como lamostrada en lafigura 12. A estetipo de distribucion se le llama gaussiana o normal.
Se puede demostrar en matematicas que una distribucién gaussiana queda completamente determinada s
se conocen su promedio y su desviacién estandar.

En general, sl uno esta tratando con cantidades estocasticas, su descripcion se hace en términos de su
distribucion. Dos caracteristicas que tiene la distribucién son | as anteriormente mencionadas: su promedio
y su desviacion estandar.

Regresemos ahora a caso del movimiento browniano. Una de las fuerzas que experimenta la particula es,
como se explico arriba, estocastica. Por tanto, se tiene que decir ago acerca de su distribucion. Ademés
hay gue tener en mente que esta fuerza estocastica cambia al transcurrir el tiempo, lo que significa que no
sblo hay que decir algo acerca de su distribucion en un instante dado de tiempo, sino también algo acerca
de como estén relacionados los valores de | as fuerzas estocasticas en distintos instantes.

Langevin formul 6 la hipétesis, que de hecho esla més sencilla, de que la distribucion de lafuerza
estocastica es gaussiana. Por tanto, su determinacion se reduce a conocer su promedio y su desviacion
esténdar.

Promedio: En estas fuerzas fluctuantes, seriarazonable pensar que si tomamos un intervalo de, por
ejemplo, un segundo, se gerciesen fuerzas en un sentido y en el sentido opuesto (Figura 14) de formatal
gue, en promedio, lafuerza gercida se cancelara. Se supone entonces que en cada instante el promedio de
lafuerza estocastica es nulo.
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Figura 14. Fuer zas estocasticas que experimenta la particula browniana es un intervalo de
segundos.El promedio de estas fuer zas es nulo.

Desviacion estandar: Si hacemos observaciones en escalas del orden de segundos, como se acostumbra en
el laboratorio, entonces el valor de lafuerza estocastica en un instante dado no tiene nada qué ver con €
valor que adquiere lafuerza en otro instante que esté separado por segundos del primero. Esto se debe a
gue en un segundo la fuerza varié muchisimo, de tal maneraque al final del intervalo lafuerzano tiene
una relacion estrecha con el valor que teniaa principio del intervalo. Se dice que las fuerzas estocésticas 0
fluctuantes no estén correlacionadas entre si en distintos instantes de tiempo.

En resumen, de estos razonamientos concluimos que la fuerzatotal que experimenta la particula
browniana es la suma de dos fuerzas: la sisteméticay la estocastica. La fuerza estocastica varia mucho en
la escala de tiempos en que cambia la fuerza sistemética. Ahorabien, si se suman dos cantidades, una de
ellas conocida, pero la otra de natural eza estocéstica, |a suma también va a ser estocéstica. En
consecuencia, lafuerzatotal que experimentala particula es estocastica.

Por otro lado, de acuerdo con los principios de la mecéanica desarrollados por Newton, lafuerza que
experimenta una particula determina la trayectoriay lavelocidad que tiene. Ello significa que, en nuestro
caso, si lafuerza aplicada es estocastica, tanto la posicién como la velocidad de la particula son también
cantidades estocéasticas. En consecuencia, la solucion del problema radica en poder determinar las
distribuciones tanto de la posicién como de la velocidad de la particula, ya que en estas circunstancias no
hay manera de determinar los valores precisos de la posicion y de lavelocidad en cadainstante. En el
mejor de |os casos solamente se podran determinar sus distribuciones.

Este problema se resuel ve introduciendo en el fluido la particula con una vel ocidad bien determinada de
magnitud, digamos, v, . El resultado que se encuentra es que en cada instante tanto |la velocidad como la

posicién de la particula se definen en términos de distribuciones que también son gaussianas.

Consideremos primero los resultados parala velocidad y luego parala posicién: se encuentraque el
promedio de |a velocidad se comporra como se muestra en lafigura 15. Aqui v, es €l valor quetiene
inicialmente la particula. Vemos que a transcurrir e tiempo el promedio del valor de lavelocidad va
disminuyendo hasta que finalmente adquiere el valor de cero. Esto significa que la particulallegaa
"olvidar" €l valor inicial de su velocidad. El tiempo t que lavelocidad tarda en llegar a un valor pequefio,
comparado con €l inicial, sellama otra vez tiempo de relgjacion. Estetiempo t depende de la viscosidad
del fluido. Mientras mas viscoso sea el fluido méas pequefio sera el tiempo t. Es decir, mientras més
viscoso sea €l fluido, més rapidamente "olvidara' la particula su velocidad inicial. El hecho de que €l
promedio sea nulo significa que la particula puede tener velocidades tanto en un sentido como en €l
opuesto.
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Figura 15. Promedio de la velocidad de la particula browniana al transcurrir el tiempo, s inicialmente tenia el valor v,

Ladesviacion esténdar de la velocidad esta relacionada con su valor cuadrético medio. Esta tltima
cantidad se comporta segin se muestra en lafigura 16. Inicialmente este valor es nulo. Esto se debe aque
inicialmente se tiene |la certeza de que la velocidad es justamente v, . Otra manera de decirlo es que
inicialmente la distribucion de la velocidad tiene un ancho nulo. Al transcurrir el tiempo, el ancho dela
distribucion de vel ocidades va aumentando, hasta que después de un tiempo t adquiere un valor constante.
Este valor constante no depende de | as condiciones iniciales. Nuevamente, esto significa que después de
untiempot laparticula"olvida' su condicion inicial.
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Figura 16. El valor cuadratico medio de las velocidades de la particula browniana como funcion del tiempo.

En lafigura 17 se muestran las distribuciones que va adquiriendo lavelocidad al transcurrir el tiempo.
Inicialmente (Figura 17, (a)) ladistribucion no tiene ancho y esta situadaen el valor U , que esvalor

inicial. En este instante se tiene la certeza de que la particula tiene lavelocidad U . Al transcurrir €l

tiempo, la particula empieza a sentir la presenciadel fluido y, en consecuencia, el promedio de la
distribucion se separade su valor inicia, y e ancho de la distribucion aumenta (Figura 17, (b)). Después
de untiempot ladistribucién adquiere unaforma que ya no depende de las condiciones iniciales que tenia
la particula, es decir, se"olvidd" de ellas. Unavez que se adquiere esta distribucion (Figura 17, (c)), yano
cambiaal seguir transcurriendo €l tiempo. Por tanto, € sistema particula-fluido Ilega, enlo que ala
velocidad respecta, a una situacion de equilibrio. El tiempo t es, entonces, el tiempo que tardala particula
en llegar aun estado de equilibrio con &l fluido.
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Figura 17. Evolucion dela distribucion de velocidades de una particula browniana que inicialmente tenia una velocidad
Vo

Nos damos cuenta de que hemos descrito un proceso irreversible en el que lavelocidad de la particula pasa
de unadistribucion inicial alade equilibrio con e fluido. Ahora bien, resulta que la distribucion de
velocidades en equilibrio mostrada en lafigura 17(c) es justamente la misma que obtuvo Maxwell parala
distribucion de velocidades en un gas en equilibrio (véase € capitulo 11). Es decir, ladistribucion de
velocidades que adquiere la particula browniana al llegar a equilibrio con € fluido es marxwelliana
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Figura 18. Promedio de desplazamiento de la particula browniana al transcurrir el tiempo.

El promedio del desplazamiento en el transcurso del tiempo se muestra en lafigura 18. El valor inicial es
cero, yaque en un principio no ha habido ningun desplazamiento. Al transcurrir € tiempo, este promedio
dgjade ser nulo, y paratiempos del orden det adquiere un valor constante.

El desplazamiento cuadrético medio d? (relacionado con la desviacion estandar) que se obtiene, es €l
mostrado en lafigura 6, justamente el predicho por Einstein. Para tiempos pequefios, |a particula se
comporta como si fueralibre. En este régimen, alin no ha"sentido” al fluido. Al seguir transcurriendo e
tiempo, el desplazamiento cuadrético medio queda descrito por lalinearecta NM delafigura6.

Ahorahbien, resulta que en hidrodinamica se demuestra que este régimen corresponde a [lamado régimen
difusivo, que consiste en lo siguiente: si a inicio de la escala de tiempos se tienen en un lugar del
recipiente muchas particulas (Figura 7), éstas comenzaran a difundirse por todo el fluido) como sucede s
se deja caer una gota de tinta negra en un vaso de agua. Después de un tiempo q las particul as estarén



repartidas homogéneamente en todo el liquido. Es decir, se habralogrado una mezcla uniforme. Este
tiempo q depende de lalongitud del recipiente que ocupa el fluido.

En general, para casos fisicos reales, €l tiempo hidrodindmico g, es mucho mayor que el tiempot de
relgjacién asociado alavelocidad, que antes introdujimos. Asi, un valor tipico de q es de varios segundos
(0 més) mientras que t es del orden de milésimas de microsesegundo.

Por o tanto, vemos claramente gque en este caso la particula browniana pasa de un régimen de particula
libre (que esreversible) aotro régimen, el difusivo, que esirreversible.

En resumen, de | os resultados anteriores podemos llegar ala conclusion de que se pueden distinguir varias
escalas de tiempo en el comportamiento de la particula browniana.

1) Tiempos pequefios, mucho menores quet. En este régimen la particula se comporta como particula
libre. Todaviano "siente" que estainmersaen el fluido.

2) Tiempos grandes, mucho mayores quet pero menores que g. Lainteraccién con €l fluido hace que e
comportamiento de la particula se modifique completamente. En este régimen ocurren dos cosas. en
primer lugar, las velocidades que va adquiriendo la particula se modifican de formatal quellegaaun
estado de equilibrio con €l fluido; en segundo, |a particula empieza a desplazarse siguiendo un
comportamiento difusivo. Es en este régimen de tiempos en que lavelocidad y €l desplazamiento dela
particula cambian su comportamiento airreversible.

3) Tiempos hidrodinamicos. La particula entra en un comportamiento determinado por la hidrodinamica.
Después de un tiempo g la distribucion de las particulas en €l espacio sera uniforme, obteniéndose asi el
equilibrio total, tanto en las velocidades, que ya se habia alcanzado en el régimen anterior, como en las
posiciones.

L a descripcién detallada que se acaba de dar indicalaforma en que idealmente se deberiatratar el
comportamiento irreversible de cual quier sistema macroscépico. En particular, de manera natural deberian
obtenerse de la descripcion los diversos regimenes por |os que pasa €l sistema en su evolucién al

equilibrio. Naturalmente, también la evolucion a equilibrio debe concluirse autométicamente de la
descripcion que se haga. Desafortunadamente, este programa no se ha podido realizar en general para otros
sistemas més complicados. Sin embargo, basandose en lo aprendido en el caso del movimiento browniano,
el fisico soviético N. N. Bogoliubov hizo en 1946 suposiciones sobre la existencia de diversos regimenes
en ladescripcion de fluidos. En particular, la suposicion de la existencia de las diversas escalas de tiempo
tiene papel muy importante en la descripcion del comportamiento irreversible de un gas moderadamente
denso.

Por otro lado, €l tratamiento matemético requerido para especificar |os comportamientos resefiados implica
la utilizacion de cantidades estocéasticas en |as ecuaciones. Fue Norbert Wiener € primero que desarroll6
esta cuestion, que corresponde alo que en matematicas se llama la teoria de funciones no-diferenciables.
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VII. ¢ QUE DICEN LOS EXPERIMENTOS?

LA TEORI A fenomenoldgica explicada en la seccion anterior predice varios resultados. En particular, con
respecto aladistribucion de las posiciones de la particul a, predice diversos comportamientos que se
pueden, en principio, comparar con resultados experimental es.

En primer lugar, esta teoriaindica que é desplazamiento cuadratico medio, paratiempos suficientemente
grandes, tiene que comportarse linealmente con el tiempo (ver figura 6). Como ya se resefio en €l capitulo
I11, los experimentos de Perrin, Henri, etc., confirmaron efectivamente este resultado, predicho por primera
vez por Einstein.

Sin embargo, lateoria puntualiza algo mas. En particular, nos dice que la distribucién de las posiciones de
la particula tiene que ser gaussiana. En 1911, el sueco The Svedberg hizo los primeros experimentos para
medir esta distribucion. Posteriormente, entre los afios 1914 y 1916, € cientifico polaco Manan von
Smoluchowski también hizo otra serie de experimentos con € mismo fin. En los afios de 1916 a 1918 €l
fisico sueco A. Westgren realiz6 una serie de experimentos de muy alta precision para medir también esta
distribucion.

Laideaesencial, sin entrar en los detalles experimentales, es considerar un fluido dentro del que se
encuentra un conjunto de particulas brownianas. Se especifica unaregion bien determinada dentro del
fluido que se esta observando por medio de un ultramicroscopio. En interval os de tiempo uniformemente
espaciados, por g emplo, cada segundo se realiza la observacion. Esto se hizo tomando una serie de
fotografias. Asi se pueden contar en cada uno de estos instantes las particul as que se encuentran dentro del
volumen en cuestion. Este nimero es proporcional justamente a la distribucién buscada. Se repitieron los
experimentos para diversos tamafios y formas del volumen, asi como para distintos fluidos (o que implica
distintas viscosidades), y a diferentes temperaturas. Resulta que las medi ciones obtenidas concuerdan con
la prediccion dada en la seccion anterior. La distribucion de posiciones es una distribucion gaussiana, con
el promedioy el desplazamiento cuadrético medio dados en lasfiguras 18 y 6.

Hemos de afiadir que en los experimentos arriba citados también se obtuvieron otras propiedades. En
particular, a partir de las mediciones se obtuvo el nimero de Avogadro, que concordo satisfactoriamente
con otras determinaciones hechas en formaindependiente.

L os experimentos descritos fueron hechos, como se dijo, en tiempos del orden de segundos. Esto implica
gue se realizaron para tiempos mucho mas grandes que el de relajacién r. Por tanto, las mediciones fueron
hechas en el régimen hidrodinamico. Hacer experimentos para tiempos menores que € tiempo de
relgjacion t es muy dificil, habida cuenta de que, paralos sistemas que se usaron, este tiempo es
extraordinariamente pequefio, muchisimo menor que un segundo. Ello implica,en particular, que es
préacticamente imposible observar directamente larelgjacion al equilibrio de la distribucion de vel ocidades.
Sin embargo, se ha podido determinar la distribucion de velocidades de un sistema en equilibrio y resulta
que, efectivamente, coincide con la distribucion de vel ocidades maxwelliana que adquiere la particula
browniana, segiin se observo en el capitulo anterior.
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VIll. DESCRIPCION MICROSCOPICA

EN LA seccion anterior se resefi6 la descripcion macroscopica basada en |as suposiciones hechas por
Langevin. Como se recordara, Langevin supuso varias propiedades de |as fuerzas, tanto sisteméticas como
estocasticas, que experimentan las particulas brownianas. Una vez aceptadas estas suposiciones se
pudieron encontrar conclusiones acerca de las propiedades que deben tener |as distribuciones tanto de la
velocidad como de la posicion. Estas conclusiones se compararon con resultados extraidos de
experimentos, obteniéndose un buen acuerdo, |0 que significa que las suposiciones hechas son adecuadas.

Sin embargo, uno podria pensar que la manera en que se hicieron las suposiciones es, en ciertaforma,
artificial. Cabe preguntar: ¢se podrian justificar mas fundamental mente estas suposiciones? En particular,
y como € lector podréa haber advertido, al proponer dichas suposiciones no se tomd en cuenta, en detalle,
el hecho de que las sustancias en cuestion, por gjemplo el fluido, estan constituidas por &omos, es decir,
gue tienen una estructura microscopica.

Dedicaremos pues esta seccién a estudiar méas a fondo la descripcion microscépica del movimiento
browniano. En este tipo de tratamiento se adaptan las ideas desarrolladas en la teoria cinética de la materia,
yadescritas en el capitulo I1. Laaplicacion de estas ideas al movimiento browniano se inici6 haciafines de
la década de |os afios 50 y continua, de hecho, hasta hoy.

Laidea genera del enfoque microscopico es suponer laformade las fuerzas que los aomos se aplican
entre si y con la particula browniana. Con esto se plantean | as ecuaciones mecanicas que describen el
movimiento de cada particula del sistema fluido-particula browniana, por ejemplo, las que se obtienen de
aplicar lasegundaley de Newton. Si N es el nimero de &omos en €l fluido, entonces se obtendran (N + 1)
ecuaciones de este tipo. Estas ecuaciones resultan muy complicadas, ya que, en general, una particula
puede interaccionar con cada una de las demés que componen el sistema (Figura 19). En general, no se
han podido resolver exactamente estas ecuaciones. El procedimiento que se debe seguir estratar de
encontrar la solucién parala particula browniana, y ver qué influenciatienen sobre ellalas demas
particulas del sistema.
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Figura 19. En € sistema particula browniana-fluido cada una de las particulas componentes
interacciona con todas las demas. En la figura solamente seindican algunas de estas inter acciones.

Uno de los métodos seguidos es suponer que la masa de la particula browniana es muchisimo mayor que la
masa de cualquiera de los atomos que componen el fluido. Paralos casos usuales la masa de la particula
browniana es unas 300 millones de veces més grande que la masa de un atomo del fluido. En estas



condiciones, ocurre gque las velocidades de cada una de | as particulas del fluido son muchisimo mayores
gue las velocidades que tiene la particula browniana. Con ayuda de este hecho se ha podido encontrar, para
un fluido, la solucién de manera aproximada. Hay que mencionar, sin embargo, que € desarrollo de este
programa para fluidos esté plagado de dificultades matematicas, que todavia no han podido ser resueltas.

En vistade lo anterior, se haintentado estudiar otro tipo de model os para los cuales se puedan obtener
resultados exactos, simplificando matematicamente el modelo pero manteniendo suficiente contenido
fisico para que siga siendo de interés.Estos trabajos fueron realizados principal mente por P. C. Hemmer
(1959), R. Rubin (1960), G. Ford, M. Kacy P. Mazur (1965), P. Mazur y E. Braun (1964). Los modelos
Ilamados genéricamente de osciladores arméni cos acoplados satisfacen |os requisitos mencionados.

Se han estudiado estos modelos en una, dos 'y tres dimensiones. Sin embargo, las ideas fisicas
fundamental es que se manegjan y |os resultados que se obtienen en los model os de una dimension son, en
esencia, |os mismos que se presentan a tratar con otras dimensionalidades. Asi que, parasimplificar,
analizaremos a continuacion model os de osciladores arménicos en una dimension. Esto significa que cada
uno de los &omos o0 mol éculas de nuestro sistema solamente se puede mover alo largo de unalinea recta.

I maginemos un conjunto de particulas colocadas alo largo de una linea recta, en posiciones equidistantes.
Supongamos ahora gque entre cada pareja de particul as adyacentes hay un resorte (Figura 20). Si, por algin
motivo, cualquiera de las particulas se mueve, nos podemos dar cuenta que después de cierto tiempo todas
las demas particulas habran de moverse. Esto se debe a que todas las particul as estan acopladass entre si
por medio de resortes, aunque lainteraccion directa de una particula sea solamente con sus dos vecinas
préximas. A este sistema se le [lama conjunto de osciladores armonicos. En este modelo, una de las
particulas, |a de masa grande, desempefiara el papel de la browniana, mientras que todas las demas, de
masas pequefias, representaran al fluido.
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Figura 20. Modelo en una dimensién de un conjunto de oscilador es armoénicos. La particula grande
desempefia e papel delabrownianay €l resto de ella el del fluido.

Se ha podido resolver en forma exacta el sistema de ecuaciones de movimiento de todo el conjunto de
particulas. La solucion que corresponde a la particula browniana se puede expresar de la siguiente forma:

En primer lugar para este modelo se ha podido estudiar con bastante detalle, la manera en que laevolucion
de la particula brownianaresultairreversible. Para poner en el contexto adecuado esta cuestion, debemos
mencionar que las ecuaciones de Newton, resultantes de su segunda ley, son ecuaciones que describen
procesos reversibles. Entonces surge la pregunta: ¢como es posible que si ladindmica esencial del
movimiento de las particulas del sistema es reversible, pueda ocurrir que la evolucion de la particula
browniana seairreversible? Este problema fue planteado en 1876 por Josef Loschmidt (1821-1895) y sele
conoce como la paradoja de lareversibilidad.

Loschmidt planted esta paradojé en forma general. De hecho dudaba que fuera posible, en principio, hacer
la descripcion que se intenta. Esto ocurria en tiempo en que todavia no se confirmaba la composicion
atbmica de lamateria.



Posteriormente, en 1896, Ernst Zermelo (1871-1953) planted otra paradoja con la que traté de mostrar que
no era posible suponer que la materia estuviese compuesta de &omos. Esta paradoja se basa en un famoso
teorema general de lamecanica, € llamado teorema de recurrencia debido a Henri Poincaré (1854-1912),
gue dice: en un sistema mecanico con un numero finito de particulas, los valores que adquieren en cierto
instante las variables que |o describen volveran a repetirse tan cercanamente alos originales como se
guiera, Sl Uno espera un tiempo suficientemente grande.

El teorema de Poincaré nos dice que si en cierto instante tomamos una fotografia de las posiciones y de las
velocidades de | as particulas que componen un sistema arbitrario (Figura 21 (a)), y Si esperamos un tiempo
suficientemente grande, €l sistema regresara a un estado que tendra valores de las posicionesy de las
velocidades de sus particulas muy cercanos alos originales (Figura 21 (b)). Es decir, €l sistemarecurre a
su estado inicia, y lanueva fotografia deberé coincidir con la original, lo que significa que la evolucion

del sistemano esirreversible, sino reversible. Este teorema de recurrencia es una consecuenciadel carécter
reversible de los movimientos descritos por la mecanica. Este teorema, como fue aplicado por Zermelo,
nos hace ver que, segln la mecanica, los procesos irreversibles no pueden existir.

Por otro lado, como se analizo en el capitulo |V, sabemos de nuestra experiencia diaria que si existen
procesos irreversibles en la naturaleza.

Es claro que estas dos paradojas son un grave escollo parala descripcidn general de procesosirreversibles,
en particular, para el sistema que estamos tratando.
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Figura 21. Si inicialmente un sistema tiene una configuracion y ciertas velocidades (a), después de
un tiempo suficientemente grande volvera a tener casi |os mismos valores de sus posicionesy
velocidades (b).

Afortunadamente la conciliacion de estas paradojas se puede encontrar para el modelo de osciladores
armoni cos que estamos tratando. En efecto, es posible calcular el tiempo de recurrencia, es decir cuanto
tiempo tarda un sistema, en un estado dado, en regresar a su estado inicial. Se ha hecho este calculo para el
caso de diez osciladores y se ha exigido que el sistema regrese a un estado en el gque las posiciones
recurran con un error menor o igual a 3%. Esto es, se quiere que las posiciones de las particul as estén en €l
intervalo X; +D X; donde X; son las posicionesiniciales de las particulas y losintervalos D x sean tales

que Dx;/x; = 0.3. En 1959 Hemmer encontré que para que esto ocurratiene uno que esperar, en promedio

11010 afios! (un uno seguido de diez ceros). jEste tiempo es mas grande que laedad del Universo! Y esto
solamente para diez particulas....

A medida que €l nimero de particulas N del sistema aumenta, €l tiempo de recurrencia también aumenta.
Como vemos, dichos tiempos son astrondmicos. Esto quiere decir que un observador como el hombre, con



tiempos de observacion del orden de, digamos, siglos (o milenios), no tendra oportunidad de darse cuenta
delarecurrenciay sufrirala sensacion de que el fendmeno que estudia esirreversible.

Ahorahien, si el nimero de particulas N del sistema se hace extremadamente grande, por g emplo, para
tratar sistemas macroscopicos que contienen 10 20 particulas en cada centimetro cubico de volumen,
entonces el tiempo de recurrencia se vuelve préacticamente infinito. Lo que ocurre es que al aumentar N, el
tiempo de recurrencia se hace tan grande que deja de haber recurrenciay el fendmeno fisico se vuelve
efectivamenteirreversible.

Como conclusion podemos decir que e movimiento de la particula browniana serairreversible s el
numero de las otras particulas con las que esta acoplada, las del "fluido", es muy grande, y de esta manera
se concilian satisfactoriamente las paradojas de Loschmidt y de Zermelo.

Del tratamiento exacto también se encuentra que efectivamente la particula browniana experimenta dos
fuerzas, como lo supuso Langevin. Sin embargo, es solamente bajo ciertas condiciones que estas dos
fuerzas que aparecen ahoratienen las mismas caracteristicas que les asigno este cientifico. Veamos ahora
cada una de ellas por separado.

En primer lugar, se obtiene una fuerza que es proporcional alavelocidad de la particula browniana. Sin
embargo, para que esta fuerza sea efectivamente la fuerza viscosa de la que hablamos en €l capitulo VI se
deben cumplir dos condiciones:

1) Lamasade |la particula browniana tiene que ser muchisimo mas grande que la masa de cualquier atomo
del fluido.

2) El régimen de tiempos tiene que ser muy grande comparado con el tiempo caracteristico de la colision
entre dos particul as.

Fisicamente esto quiere decir que para que la particula pesada realice movimiento browniano debe haber
transcurrido suficiente tiempo como para que haya recibido un nimero grande de impactos de las
particulas que componen €l fluido.

Bajo estas condiciones, la primera fuerza es justamente la viscosa y resulta que depende solamente de
propiedades generales de | as interacciones entre los &omos que componen € "fluido" y no de otros
detalles especificos. Esto también esta de acuerdo con las observaciones empiricas, ya que no importa qué
tipo de particula seala pesaday en qué fluido se le introduzca: siempre que sea mucho méas masiva que los
aomos del fluido, realizara movimiento browniano.

Ahora consideremos | as caracteristicas de la otra fuerza que se obtiene del tratamiento tedrico. Resulta que
esta segunda fuerza depende de los valores iniciales de las posiciones y de | as velocidades de los aomos
gue componen €l fluido. En general, no hay manera de conocer estas cantidades con precision. Lo que si se
sabe en |as condiciones experimental es usuales es que el fluido en e que se introduce la particula
browniana esta inicialmente en equilibrio a determinada temperatura. Esto quiere decir que en un principio
las velocidades de los atomos del fluido estan distribuidas de manera maxwelliana. Ello implica que las
posiciones y velocidades iniciales son realmente cantidades estocasticas, que estan distribuidas
gaussianamente. Por |o tanto, la segunda fuerza es una combinacion de cantidades estocasti cas gaussianas
(las velocidades y posiciones de las particulas del fluido), y en consecuencia, como se puede demostrar en
estadistica matematica, es una cantidad estocéastica gaussiana.

Si ademas se cumplen las condiciones de losincisos 1) y 2), se puede demostrar que €l promedioy la
desviacion esténdar de esta fuerza estocastica tienen justamente | as propiedades supuestas por Langevin,
descritas en €l capitulo V1. En particular, resulta que las fuerzas estocasticas no estan correlacionadas en
digtintos instantes de tiempo. Es decir, las fluctuaciones decaen muy rapidamente.

De esta manera vemos como a partir de un modelo microscopico se pueden justificar las suposiciones



fenomenol 6gicas de Langevin para descubrir el movimiento browniano.

Parafinalizar este capitulo recordaremos al lector que este programa solo se ha podido llevar a cabo, con
toda plenitud, para el modelo de osciladores arménicos. Para otros tipos de sistemas, € problema contintia
abierto.
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IX. MUY BAJAS TEMPERATURAS

LA DESCRI PClI ON microscopica presentada en el capitulo anterior supone que la dinamica que rige el
movimiento de las particulas del fluido y € de la particula browniana es la dindmica clasica, es decir, que
los movimientos se rigen por medio de |as ecuaciones de Newton. Sin embargo, en ciertas circunstancias,
por eemplo a bajas temperaturas, estas ecuaciones ya no rigen su descripcién dinamica. Entonces la
descripcion que se tiene que hacer es cuantica.

Diremos unas cuantas pal abras acerca de la mecanica cuantica. A principios del presente siglo varios
investigadores como Max Planck, Albert Einstein, Niels Bohr, etc., se dieron cuenta de que varios
fendmenos no podian explicarse usando la mecanica desarrollada por Newton, por jemplo, la estructura
de los atomos (véase el capitulo X1 més adelante) o el comportamiento de las sustancias a muy bajas
temperaturas. En general, se encontrd que la descripcion de los fendmenos microscdpicos no puede
hacerse tomando como base |a mecanica newtoniana. Durante la década de 1920 se desarroll6 una nueva
mecanica, la cuantica, con la que si se pudo dar una explicacion satisfactoria de comportamientos
microscopicos. Se descubri6 que es precisamente con la mecanica cuantica con la que se tienen que
describir todos los fendmenos. Pero resulta que si nos restringimos a cuerpos de masas muchisimo
mayores que las masas atomicas, por €/ emplo cuerpos macroscopicos que nos rodean cotidianamente,
como pelotas, coches, edificios, etc., entonces la explicacion cuéntica coincide con la newtoniana.l

Hay que mencionar que no siempre tiene sentido fisico trasponer la descripcion de un sistemaclasico a
uno cuantico. Asi, por giemplo, no tiene caso intentar describir cuanticamente una particulainmersa en un
liquido a muy bajas temperaturas, porque para aquellas temperaturas en casi todos |os casos en que efectos
cuanticos pueden aparecer, € liquido ya se habra solidificado. Sin embargo, hay sistemas fisicos de interés
paralos cuales si tiene sentido fisico (y es necesario) llevar a cabo una descripcion cuantica. Solamente
mencionaremos algunos sistemas: el movimiento de una particula masiva en un solido compuesto de
particulas ligeras, el caso de una particula eléctricainmersa en un campo de radiacion el ectromagnética
fluctuante, un laser, entre otros. Haremos una breve presentacion de |os resultados que se han obtenido
para estos casos.

El modelo de osciladores armdni cos expuestos en el capitulo VI se ha utilizado paratratar, dentro de
ciertos limites, un solido. Asimismo se puede demostrar que un campo electromagnético es equivalente a
un conjunto de osciladores arménicos sin masa. En consecuencia, una particula (con masa) el éctricamente
cargada en interaccion con el campo el ectromagnético es equivalente a una particula en interaccion con un
conjunto de osciladores armonicos. Por |o tanto, el modelo de osciladores armonicos se puede aplicar a
estos sistemas fisicos.

Consideremos las mismas condiciones sefialadas en el capitulo V111, a saber:

1) El nimero N de &omos que forman el medio es muy grande. Asi, se garantiza que |0s procesos son
irreversibles. También en este caso, €l cuantico, existe un teorema de recurrencia de Poincaré andlogo al
del caso clésico.

2) Lamasa de la particula browniana es muchisimo mayor que la masa de cada uno de |os &omos del
medio.

3) Se tratara con tiempos muy grandes comparados con el tiempo que tardan en ocurrir dos colisiones
entre las particul as.

Bajo estas circunstancias se encuentra que, efectivamente, |a particula browniana experimenta de nuevo
dos fuerzas, analogas a las del caso de altas temperaturas. Con respecto ala primera de estas fuerzasla
Situacion esidéntica ala analizada anteriormente.



Sin embargo, la fuerza estocastica ya no tiene las mismas propiedades que a altas temperaturas. Mientras
gue clasicamente la fuerza no esta correlacionada consigo misma en cualquier otro instante, en el caso
cuantico existe una correlacion y puede durar un tiempo t, muy grande (E. Braun, 1967). En lafigura22
se muesra la grafica de la dependencia de este tiempo de correlacion T, con latemperatura. A medida que
latemperatura del medio se hace més baja, €l tiempo de correlacion se vuelve cada vez més grande. Es
decir, se presenta un fendmeno de persistencia de las fluctuaciones (K. Lindenberg y B. West, 1984; E.
Braun, 1985). Una caracteristica muy interesante de este tiempo t , es que es universal. Con esto queremos
decir que no depende de ninguna caracteristica del sistema, salvo de su temperatura. Esto constrasta con el
tiempo derelgjacion t obtenido para el caso de atas temperaturas, que si depende de |as caracteristicas
particulares del sistema. En otras palabras, dos sistemas distintos ala misma temperatura, tienen distintos
valoresdet, mientras que tienen € mismo valor det, .
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Figura 22. El tiempo de correlacion cuantico t , como funcion de la temperatura. A medida quela
temperatura disminuye el tiempo aumenta.

Una consecuencia de o anterior es que € valor cuadrético medio de las velocidades ya no decae con un
solo tiempo de relgjacion como ocurre en el caso clasico, sino que aparece, ademas, € nuevo tiempo de
relgjacion cuantico t , . Debe mencionarse que aun en estas condiciones resulta que €l promedio de la

velocidad decrece como en € caso de altas temperaturas. es decir, con el tiempo derelgjacion t
introducido arriba.

Si latemperaturat es suficientemente baja, vemos de lagraficaquet, grande y por |o tanto existe un

régimen de tiempos t tales que son muchos mayores que €l tiempo de relgjacion t por un lado, y por €l
otro, mucho menores que €l tiempo de relgjacion cuantico t, (ver lafigura 23).

En este régimen de tiempos, € vaor cuadrético medio de lavelocidad de la particula no ha alcanzado
todavia su valor de equilibrio, en contraste con el caso clasico en que para estos tiempos la particulaya
habria llegado a equilibrio y, por tanto, habria "olvidado" sus condicionesiniciales.
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Figura 23. A temper atur as suficientemente bajas el tiempot puede ser mucho mayor que e tiempo
derelgjacion t , pero mucho menor que el tiempo cuanticot, .



En € caso clasico, como se vio anteriormente, el promedio de la velocidad de la particula browniana decae
en un tiempo t ; esta disipacién se debe alafriccion (o viscosidad) que se generaentre el medioy la
particula, cuando ésta se mueve en € medio. Por otro lado, como vimos, €l valor cuadratico medio de la
velocidad también decrece con el mismo tiempo derelgjacion t.

En & caso cuantico, atemperaturas suficientemente bajas, las cosas son distintas. Se presentan dos escalas
de relgjacion diferentes: la debida alafriccion viscosadada por t y lade origen cuantico dada por t, . Lo

anterior tiene como consecuencia que, en el caso clésico, el mecanismo de disipacion viscosarelga una
fluctuacion que haya ocurrido en el sistema por cualquier motivo. Lafluctuacion desaparecey el sistema
regresa a equilibrio. En el caso cuantico esta descripcion yano es cierta. Las fluctuaciones a bajas
temperaturas dejan de relgjarse y por lo tanto la disipacion viscosano llevaal sistemaal equilibrio.

Otrainteresante consecuencia es la siguiente: dado que | as cantidades fisicas que acabamos de sefialar
determinan las propiedades macroscépicas, termodinamicas, del sistema, este efecto de la persistenciade
las fluctuaciones debe ser observable. Hay que mencionar que diversas facetas de este problema todavia
son hoy materia de investigacion.

Es interesante anotar que el comportamiento cuantico que acabamos de presentar se ha obtenido a partir de
una base microscopica. A diferenciadel caso clésico, no existia antes una teoria fenomenol dgica (o
empirica) cuantica en busca de fundamentacion. Antes del desarrollo de las teorias cuanticas
microscopicas no se habia encontrado la forma de atacar e problema. Este es un buen gjemplo dela
superioridad de las teorias microscopicas, que estudian con mayor profundidad |os comportamientos de los
sistemas macroscopicos.

NOTAS

1 Para una explicacién mas ampliavéase E. Braun, Una faceta desconcida de Einstein, México, FCE,
1986.
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EN LOS casos vistos hasta este momento hemos considerado que dentro del fluido solamente hay una
particula browniana. Sin embargo, se presentan con mucha frecuencia situaciones en que dentro de un
fluido no hay una sino muchas particulas brownianas (Figura 24). Es decir, se tiene una suspension de
particulas dentro de un fluido. A este tipo de sistemas se les [lama coloides. Los materiales coloidales son
de gran importancia en diversos aspectos de la vida cotidiana e industrial . Ejemplos de sustancias
coloidales son la pasta dentifrica, quesos, ciertas pinturas, gelatinas, plasticos, niebla, humo y esmog.
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Figura 24. Suspension coloidal en un fluido.

Una aplicacion interesante de las ideas del movimiento browniano se daen el caso de las suspensiones
coloidales. Estas se forman por la dispersion en un fluido de particul as de tamafios del orden de micras, es
decir, tamafios mucho mayores que |las dimensiones atdmicas 0 molecul ares.

Dependiendo del tipo de particulas brownianas y los atomos o moléculas del fluido, se clasifican los
coloides de diferentes maneras. Asi, se tienen entre otros, aerosoles, geles, espumasy emulsiones.
Describiremos algunas caracteristicas de estos sistemas. En todos |os casos, |as particul as grandes realizan
movimiento browniano tal como se ha descrito anteriormente.

Aerosoles. Estos son suspensiones en gases (Figura 25). Si |as particul as suspendidas son sdlidas, entonces
el aerosol seidentifica con humo o polvo. Ladiferencia entre estas sustancias es solamente cuestion del
tamafio de las particulas: las del humo son mucho més pequefias que las del polvo. Si, por otro lado, las
particulas suspendidas son liquidas, el aerosol se identifica con niebla.



Figura 25. Ejemplo de aerosol.

Entre los aerosoles se cuenta el [lamado esmog (vocablo formado por |etras de las palabras en inglés que
denotan humo y niebla) en e que particulas tanto liquidas como solidas se encuentran suspendidas en €l
are.

Otras suspensiones de este tipo son cumulos de bacterias, virus, mohos en € aire, todas de mucha
importancia sanitaria.

Geles. En este tipo de coloides, particulas tanto liquidas como sdlidas estan suspendidas en un liquido
(Figura 26).

En muchas ocasiones, debido a que las particulas brownianas estan cargadas el éctricamente, hay
interaccion entre ellas. Esto dalugar a que formen una " cuasi-red” cristalina, es decir, formen una
estructura regular, 1o que les da una consistencia que no es larigida de un cristal, pero tampoco la de
fluido que corresponde a liquido.

Como gemplos de geles se pueden mencionar |as gelatinas, algunos jabones, ciertas arcillas, determinadas
pastas como masillas, masas, barro, etcétera. Las gelatinas se emplean en la fotografia, ciertos cosméticos,
en alimentos, etcétera.
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Figura 26. Ejemplo de gel: una gelatina.

Espumas. Una espuma es una suspension de particul as gaseosas en un liquido (Figura 27). En general, los



liquidos puros no permiten la formacién de espumas estables. Por g emplo, si se agita agua purano se
obtiene espuma. Para ello es necesario el concurso de unatercera sustancia, € agente espumoso. Asi, a
afiadir un jabon o un detergente a agua, después de agitar se lograra una espuma bastante estable. Otros
agentes espumosos son ciertas proteinas, saponinas, etcétera.

Ejemplos de espumas son algunos alimentos como la crema batiday el merengue (clara de huevo batida);
otro tipo de espumas son las usadas para combatir incendios que consisten de burbujas de dioxido de
carbono. Otras sustancias que se obtienen de espumas son |os material es esponjosos. Estos se logran a
solidificar e liquido que formala espuma. Como €jemplos mencionamos algunos materiales pléasticos
aislantes.

Figura 27. Espuma de cerveza.

Emulsiones. Este sistema es un coloide en e que tanto € fluido como las particulas son ambos liquidos
gue no se mezclan, es decir, inmiscibles. Como g emplo de emulsion podemos mencionar gotitas de aceite
en agua (Figura 28). La agitacion mecanica de una mezcla de agua con gotas de aceite forma una emulsion
gue no es estable. Después de cierto tiempo estas sustancias se separan, con €l aceite sobrenadando en €l
agua. Paralograr una emulsion estable se necesita afiadir un emulsionante.
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Figuré 28. Emulsién de gotas de aceite en agua.

L as aplicaciones de las emulsiones son muy vastas. Se les encuentra con muchisima frecuencia en
articulos farmacéuticos, alimenticios o en cosméticos. Por gjemplo, ciertas cremasy ungiientos son
emulsiones. También lo son las mayonesas y las margarinas Esta Ultima es una emulsion de particulas de



agua dentro de aceite, estabilizada con aceite de soya a 1%.

El tratamiento fenomenol 6gico de col oides consiste en suponer que hay cierto nimero de particulas
coloidales inmersas en fluido y que, dado su tamario, cada una de €ellas realiza movimiento browniano bajo
laaccion de las siguientes fuerzas:

1) Unafuerza de friccion que se opone a movimiento de cada una de las particulas.
2) Unafuerza estocastica de la misma naturaleza que las analizadas en el capitulo V1.

3) Ademas, se aflade unafuerza que gjercen cada una de las particul as coloidales. La naturaleza de esta
fuerza depende de las caracteristicas de | as particul as suspendidas.

Como gjempl o, mencionaremos col oides con carga el éctrica neta. Este tipo de situacion es muy comun,
por gjemplo en suspensiones acuosas como las gelatinas. En este Ultimo se han resuelto |as ecuaciones
resultantes obteniéndose |os siguientes resultados:

Se encuentrala existencia de una estructura coloidal ordenada en el espacio (Figura 29). Resulta que las
posiciones de cada una de las particul as brownianas queda ahora localizada en la vecindad de un punto. Es
decir, se puede mover solamente arededor de ciertos puntos que estan fijos. Las caracteristicas de la
estructura que asi se forma dependen de la concentracion de las particul as brownianas. Resulta, sin
embargo, que existe un fuerte ordenamiento aun para pequefios val ores de concentracion.

Figura 29. En una gelatina, las particulas brownianas forman una estructura ordenada, cuasi-
cristalina, que se encuentra dentro del liquido.

También se han llevado a cabo tratamientos microscopicos de algunas suspensiones coloidales, aun nivel
analogo alos descritos en el capitulo VII. Se han estudiado fluidos (T. J. Murphy y J. L. Aguirre, 1972) y
el caso de modelos de osciladores armonicos (E. Braun, 1980). Asi se han justificado las susposiciones
hechas en | os tratami entos macroscopi cos.
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XI. OTROS TIPOS DE SISTEMAS QUE SE COMPORTAN

ANALOGAMENTE: LOS LASERES

HASTA este momento se ha estudiado el movimiento browniano gque realiza una particula grande al
trasladarse dentro de un fluido. Este movimiento azaroso y estocéstico también se presenta en otros
sistemas fisicos. Haremos una revision breve de algunos de ellos.

En € tratamiento presentado en |os capitul os anteriores se ha supuesto, aungue no se menciond, que las
particulas brownianas bajo consideracion eran, de hecho, particulas puntuales. No se traté paranadala
posibilidad de que tuviesen cierta estructura. Por eso solo se consideré el movimiento de traslacion de su
centro de masa. Sin embargo, las particulas de que hablamos son, en general, agregados de moléculas que
si tienen estructura. Esto significa que ademas de trasladarse, también pueden realizar un movimiento de
rotacion alrededor de su centro de masa (Figura 30).

centro de la masa

Figura 30. Una particula con estructura, ademas de traladar se, puede girar alrededor de su centro de masa.

Al chocar dos particul as que tienen estructuras, ademas de intercambiar velocidades, |0 que dalugar auna
modificacion del movimiento de sus centros de masa, pueden también modificar sus movimientos de
rotacion. Dado que la particula tiene estructura, girard alrededor de cierto ge; resulta entonces que si una
particula grande se introduce en un fluido, debido alas colisiones con las mol éculas que forman € fluido
ladireccién del gje de rotacion cambiara. Por e mismo tipo de argumentos presentados antes, y ya que €l
numero de colisiones por segundo que experimenta la particula es extraordinariamente grande, €l resultado
neto es que la direccion de su gje de rotacion cambiara continuamente y de manera azarosa (Figura 31).
Einstein desarroll6 lateoria de este fendmeno a que denomind movimiento browniano rotacional .
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Figura 31. Ilustracién de movimiento browniano rotacional.

El hecho de que el ge de rotacion cambie azarosamente significa que los angul os que determinan la
direccion de este gje cambian en forma estocastica al transcurrir el tiempo. En consecuencia, a igual que
antes, en este caso también se puede hablar de una distribucion de los valores que adquieren los angulos.
De manera analoga ala que uso en el caso traslacional, Einstein obtuvo que el valor cuadrético medio de
la distribucion de los &ngul os deberia tener una variacion lineal con el tiempo, para tiempos més grandes
gue un valor determinado. La constante de proporcionalidad depende de la temperatura, laviscosidad, la
formade laparticulay sus dimensiones.

Fue el mismo Jean Perrin quien en 1909 verifico, primero, la existencia de este tipo de movimiento, y
luego la prediccion de Einstein acerca del valor cuadratico medio de la distribucion de los angulos. Perrin
uso para ello particulas de mastique de arededor de 0.013 mm de diametro. Al igual que en el caso
traslacional, de estos resultados también se puede inferir el valor del nimero de Avogadro. Perrinlo hizoy
obtuvo una buena concordancia con el valor que encontro para el caso traslacional, asi como con los
valores obtenidos para otros fenémenos independientes.

Se han encontrado |as distribuciones de las vel ocidades angulares, en e caso de movimiento browniano
rotacional: paraello se hacen consideraciones andlogas a las de Langevin para el caso tradacional. Si la
mol écula browniana tiene una estructura esférica entonces la distribucion es gaussiana (P. Hubbard, 1977).
Si lamoléculatiene una estructura de un cuerpo de revolucion, como por gjemplo un trompo, resulta que
ladistribucion no es gaussiana, sino que tiene una forma mucho méas complicada (P. Hubbard, 1979; E.
Brauny E. Cortés, 1986). Para moléculas con estructura arbitraria todavia no se ha encontrado la
distribucion en forma exacta.

Laexistencia del fendmeno de rotacién browniana tiene algunas consecuencias importantes. Por giemplo,
podemos considerar €l caso de una suspension de particulas con estructura, que tenga carga eléctrica o
dipolo magnético. Si no hubiera rotacién browniana, a aplicar ala suspensién un campo eléctrico o
magnético externo todas las particulas se alinearian al campo (Figura 32). Esto significa que cada una de
estas particulas deberia girar alrededor de un gje, el AA', que es paralelo aladireccion del campo. Sin
embargo, si el fendmeno de rotacion browniana existe, estos gjes cambian de direccion, aun en presencia
del campo externo (Figura 33). Segun € resultado de Einstein, el ancho de la distribucién de la orientacion
de los gjes de rotacion depende, entre otras cosas, del tamafio y formade |as particulas coloidales, idea que
provee un método para medir estas cantidades. Es asi como, por &l fendmeno de rotacion se han
determinado las dimensiones de a gunas sustancias como, por gjemplo, los virus.
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Figura 32. Al aplicar una fuerza exter na las moléculas se deberian alinear.

Otros sistemas en el que se han utilizado las ideas desarrolladas para el caso del movimiento browniano es
el laser. El laser es un dispositivo que puede producir haces de luz con caracteristicas muy especiales: los
haces estéan muy colimados y tiene unaintensidad mucho més alta que la que se obtiene con fuentes
convencionales de luz.
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Figura 33. El movimiento browniano rotacional impide e alineamiento completo de las moléculas.

Daremos una breve explicacion del funcionamiento de un laser: los a&omos y moléculas son entes que
tienen valores (o niveles) de energia bien definidos. El estado con el valor mas bajo de la energia se llama
estado base, mientras que |os otros, con valores mayores de la energia, se llaman estados excitados (Figura
34). A lasecuencia de niveles mostrada en lafigura 34 sele llama el espectro de energiadel &omo o

mol écula en cuestion. Distintos &omos 0 mol éculas tienen distintos espectros de energia. En cualquier
instante el &omo sblo puede tener una de las energias de sus niveles; es decir, el &4omo no puede tener una
energia con un valor gque se encuentre entre los valores de dos de sus niveles. Se dice que la energia esta
cuantizada. Al ocurrir determinados procesos con el &omo, éste puede cambiar su energia, por gemplo, a
causa de una colision, de una descarga el éctrica o de calentamiento. En tal caso, el &omo pasara del nivel
de energia en que se encuentra a otro diferente. Por ggemplo, puede pasar del estado base al primer estado
excitado, o al segundo estado excitado, etc., pero solamente puede empezar y terminar en alguno de los
niveles de su espectro. Esto significa que en las transiciones en que se ve involucrado el aomo, los
cambios de energia que puede experimentar son iguales a las separaciones DE1. DE2... que corresponden a
las diferencias de las energias entre cualquier pareja de sus niveles (Figura 34). Asi, se dice que hay una
transicion entre los niveles involucrados. Por otro tipo de motivos que no vienen en este momento al caso,
puede ocurrir que alguna de estas transiciones esté prohibida.
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Figura 35. Al pasar el atomo de un nivel bajo a uno masalto lo hace absor biendo energia (a). Si pasa deun nivel alto a
uno mas bajo emite energia (b).

Si latransicion es de un nivel bajo a otro superior (Figura 35, (), se dice que el aomo absorbe energia
(igual aladiferencia entre los valores de las energias de dichos niveles), mientras que si pasa de un nivel
alto aotro més bajo (Figura 35, (b)), se dice que el &omo emite energia (igual aladiferenciaente los
valores de las energias de dichos niveles). Lo anterior significa que un atomo solo puede absorber o emitir
energia en cantidades perfectamente determinadas que, como se acaba de sefialar, son iguales alos valores
de las diferencias de las energias entre | as parejas de niveles cuyas transiciones sean permitidas.

Ahorahien, si un a&omo esta en un nivel excitado, al ocurrir unatransicién a un nivel mas bajo emite
energia en forma de radiacion electromagnética. La frecuencia de esta onda emitida es proporcional ala
energia emitida, es decir, ala separacion entre los niveles en cuestion. Si resulta que lafrecuenciatiene el
valor entre los limites del espectro visible, el &omo estara emitiendo ondas electromagnéticas que € 0jo
humano pueda registrar como luz visible. Dado que la frecuencia de laradiacion esta asociada a color que
le asignamos (si esta dentro de laregion visible) o anterior significa que determinado atomo solo puede
emitir ciertos colores perfectamente caracteristicos.

Asimismo, & &omo puede absorber energia el ectromagnética pasando de un nivel a otro de mayor
energia. Pero, de lo que acaba de sefialar arriba, vemos que solamente puede absorber una energia con
valores muy precisos, es decir, sdlo podra absorber |a radiacion electromagnética con unafrecuencia
determinada. Si sobre el d&tomo incide radiacion electromagnética cuya frecuenciatenga un valor distinto a
cual quiera de los mencionados, entonces el &tomo no absorbe dicha radiacién; en este caso €l &omo es



transparente a la radiacion incidente.

Si setiene un conjunto de &omaos, por ejemplo |os que componen un gas que esta en equilibrio auna
temperatura dada, la mayoria de ellos se encuentran en su estado base; otro niUmero menor de &omos se
encuentraen el primer estado excitado, y a su vez otro nimero mas pequefio todavia se encuentraen el
segundo estado excitado y asi sucesivamente. Si en estas condiciones se iluminan los &omos con luz de
una frecuencia que corresponda a la diferencia de energia entre el estado basey € primer excitado,
digamos, €l gas absorbera energia de la radiacion, ya que hay un nimero de &omos mas grande en €
estado base que en el primer estado excitado. En estas circunstancias disminuye laintensidad del campo de
radiacion, porque parte de su energia ha sido absorbida.

Supongamos que de alguna manera se lograra que en un gas hubiera mas a&tomos en el primer estado
excitado que en el estado base. Esta situacion no es de equilibrio. En estas condiciones |os &omos pasaran
en mayor nimero del estado excitado al base, es decir, habra emision neta de energia del &omo al campo
deradiacion. Si 1a cantidad de energia proporcionada por 1os aomos es mayor gue las inevitables pérdidas
gue ocurren, laintensidad de laradiacion aumentara. El proceso por €l que selogralainversion dela
poblacién de los niveles de energia se llama bombeo 6ptico, y constituye lafuente de energiade la
radiacion resultante.

Ahora bien, cuando un &omo se encuentra en un estado excitado, puede ocurrir latransicion a un estado
de energia més bajo, con la consecuente emision de radiacion, en forma espontanea. Einstein demostro, en
1917, que s un aomo excitado se encuentra dentro de un campo de radiacién electromagnética, también
puede ocurrir otro proceso de emision, inducido por el campo. Mientras mayor sealaintensidad del
campo, mayor serala probabilidad de que ocurralaemision inducida. Si no hay campo presente, es claro
gue no hay esta emision.

L as radiaciones emitidas en forma espontanea e inducida que ocurren en |os &tomos de un gas tienen
caracteristicas distintas. La radiacién espontanea que emite cada &tomo ocurre en forma azarosa. Esto tiene
Como consecuencia que, por g emplo, las fases de |la radiacién emitida por dos &omos sean, en general,
completamente independientes una de la otra. Se dice que esta muestra de gas emite ondas que estan
desfasadas (Figura 36, (a)). Por otro lado, cuando hay emisién inducida, |as ondas resultantes estan en fase
(Figura 36, (b)). Cuando dos ondas se unen, la amplitud neta que adquieren depende de la diferenciade
fases que haya entre ellas. Si |as ondas estan desfasadas, laintensidad resultante es bastante baja, y puede
incluso ser nula, mientras que si no hay diferencia de fase, laintensidad resultante es bastante grande. Por
tanto, laintensidad de la radiacién inducida es mucho mayor que la de la radiacion espontanea.
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Figura 36. (a) Dos ondas desfasadas que interfieren. El resultado es una onda de muy pequefia amplitud.

Un laser es un dispositivo que emite radiacion inducida. Las fuentes convencionales de luz que nos son



familiares, por egemplo un foco eléctrico, emiten radiacion espontédnea. En consecuencia, laintensidad de
laluz emitida por un laser es muchisimo mayor que la emitida por las fuentes de luz convencionales.
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(b) Dosondas en fase que interfieren. El resultado es una onda de amplitud grande.

En lafigura 37 se muestra un esquemade un laser. El tubo contiene el gas que va a producir laemisién
inducida de luz. Se escoge este gas de manera que sus niveles de energia proporcionan radiacion en la
frecuencia de interés. Por gjemplo, se usan gases como la mezcla de helio-nedn o de bidxido de carbono.
En cada extremo del tubo hay un espejo. El bombeo, 0 sealainversion de la poblacién, se logra por medio
de una descarga de radiofrecuencia, proporcionada por € excitador mostrado. Una vez que |os &omos
empiezan a emitir por induccion, laintensidad de la radiacion aumenta. Los espejos reflgjan laluz hacia el
gas con €l fin de que laintensidad de radiacion presente sea grande y asi aumente la probabilidad de la
emision inducida. De hecho, éste es un mecanismo de retroalimentacion. Es asi como laluz generada de
esta manera al canza intensidades muy altas.

Lapalabralaser es un acrénimo, en inglés, de amplificacion de luz por emision de radiacion estimulada (o
inducida).

En general, resulta que laintensidad del campo de radiacion no tiene un valor constante, ni tampoco ocurre
que varie en formagradua a transcurrir el tiempo. Este campo experimenta fluctuaciones en el valor de
su intensidad, y éstas son al azar; es decir laintensidad del campo es una cantidad estocastica.

Por otro lado, debido a que la emision inducida gue ocurre depende del valor que tenga laintensidad del
campo, entonces cuando los &omos de un laser se encuentren dentro del campo de radiacion emitiran en
forma estocéastica. El resultado neto es que, tanto el campo como |os &omos, se comportan
estocasticamente.
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Figura 37. Esquemade un laser.

Se puede pensar que el &omo se encuentrainmerso en un "fluido” (que es el campo de radiacion) con el
cual experimenta"colisiones' (lainteraccién entre el &omoy el campo) y que, dada la estocasticidad del
"fluido" su comportamiento (el del &omo) es azaroso. Entonces, la descripcion completa de un laser debe
ser estocastica. Nos encontramos con que € atomo que se encuentra dentro de un campo de radiacion

€l ectromagnéti ca se comporta en forma andloga a una particula brownianainmersa en un fluido. Se puede,
en consecuencia, hablar de distribuciones de diversas cantidades relacionadas con laluz emitida. Se ha
encontrado que se pueden describir las propiedades estadisticas del laser usando las ideas del movimiento
browniano a bajas temperaturas. Esto se debe a que laser es un dispositivo cuantico.
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EN LAS Ultimas dos décadas se ha desarrollado una nueva linea de investigacién, iniciada por Benoit
Mandelbrot: |os fractales.

Si regresamos al capitulo |11, donde se explicd laforma en que se encuentra la trayectoria que sigue una
particula browniana, mostrada en lafigura 1, resulta que, en rigor, las lineas rectas alla mostradas no
tienen ningunarealidad fisica. Las posiciones sucesivas en cada intervalo de tiempo, cada 30 seg digamos,
Se marcaron con un punto y luego estos puntos se unieron sucesivamente con lineas rectas. Por tanto, |0
unico que tiene realidad son los puntos, |as posiciones de la particila browniana a final de cada intervalo.
Si ahora en vez de marcar las posiciones en cada

(a) (b)

Figura 38. (a) Posiciones de la particula browniana al inicioy al final de un intervalo detiempo. (b)
Posiciones de la misma particula browniana al registrarlas en intervalos que son la décima parte del
intervalo anterior

intervalo de 30 seg se marcaran en cada intervalo de 3 seg, y se unieran |os puntos con lineas rectas, cada
linearectade lafigura 1 quedaria reemplazada por una sucesién de lineas quebradas de menor tamafio,
pero deigua complgjidad (Figura 38). Asi, por gjemplo, entre dos puntos sucesivos, como losA y B dela
figural (Figura 38, (a)), se obtendran los puntos mostrados en la figura 38(b)). Concluimos ahora que la
figura que se formatiene el mismo tipo de estructura que la de lafigura 1. Se podria ahora tomar
intervalos de 0.3 seg y seguir € mismo procedimiento y ocurririalo mismo que antes. Nos damos cuenta
de que latrayectoria que sigue una particula browniana es tal que continta teniendo una estructura similar
al cambiar la escala de tiempo de la observacion. Este tipo de linea fue denominado fractal por
Mandelbrot. Un objeto que presenta la misma estructura a cambiarle indefinidamente la escala de
observacion es un fractal.

Es interesante notar que ya en 1906 Jean Perrin se habia dado cuenta de este tipo de comportamiento. En
particular habia llamado la atencién sobre el hecho de que si uno toma un punto de la trayectoria que sigue
una particula browniana entonces, en rigor, no se puede trazar unalineatangente aella. El escribio
entonces. "... Usando lenguaje geométrico, curvas que no tienen tangente son laregla, y curvas regulares,
tales como €l circulo, son interesante pero especiales.

"A primeravistala consideracion del caso general puede aparecer un mero gjercicio intelectual, ingenioso
pero artificial. Los que oyen de curvas sin tangente tienden a pensar que la naturaleza no presenta tales
complicaciones, ni siquieralasugiere.



"Sin embargo, lo contrario eslaverdad. Esta afirmacion se puede ilustrar considerando ciertos valores
experimentales sin preconcepcion.

"Considérese, por € emplo, uno de los copos blancos que se obtienen al afiadir sal a una solucion jabonosa.
A ciertadistancia, su contorno puede dar la sensacion de estar nitidamente definido, pero a medida que nos
acercamos, esta nitidez desaparece. El 0jo ya no puede dibujar una tangente en cualquier punto. Unalinea
gue a primera vista pareceria ser satisfactoria, bajo un escrutinio detallado resulta ser perpendicular u
oblicua. El uso de unalupa o de un microscopio nos deja més inciertos, ya que aparecen nuevas
irregularidades cada vez que aumentamos la magnificacion, y nunca logramos conseguir unaimpresion
nitida, lisa como la dada, por jemplo, por una bola de acero..."

Y contintia Perrin: .... la caracteristica esencial de nuestro copo es que cualquier escalainvolucra detalles
gue prohiben absolutamente la fijacion de una tangente.

"Estaremos dentro del dominio de larealidad experimental cuando observamos bajo el microscopio €
movimiento browniano con que se agita una particula (browniana) suspendida en un fluido. Se encuentra
gue ladireccion de lalinea recta que une las posiciones ocupadas en dos instantes muy cercanos en €l
tiempo variairregularmente en forma absoluta a medida que el intervalo entre los dos instates se hace
menor. Un observador sin prejuicios concluiria, en consecuencia, que esta tratando con una curvaalaque
no se le puede dibujar una tangente.”

Tomemos ahora otro caso, por gemplo el de una costa. Consideremos dos puntos cua esquiera, digamos A
y B (Figura39). Si primero la observamos en un mapa de escala 1/100 000 nos daremos cuenta de que
tiene algunas bahias y peninsulas, por g emplo. Si en seguida volvemos a examinar la misma costa, pero
ahora en un mapa que tenga la escala de 1/10 000 apareceran caracteristicas que no se veian en e mapa
anterior. Asi, se ven ahora nuevas bahias y nuevas peninsulas. Si ahora examinamos de nuevo la costa,
pero en un mapa que esté a una escala todavia mas grande, digamos de 1/1 000, apareceran unas bahiasy
peninsulas que no se veian en ninguno de los mapas anteriores. Asi podemos continuar indefinidamente.
Ahorabien, si comparamos cada uno de los mapas, de diferentes escalas, podemos darnos cuenta de que
todos tienen la misma estructura. Es decir, la costa es también un fractal .

Figura 39. Dos puntos arbitrarios A y B alo largo de una costa.

Analizaremos en seguida una propiedad inesperada de |os fractales: supongase que se quiere medir la
longitud de la costa entre los dos puntos A y B (Figura 40, (a)). Una manera de hacerlo seriamedir la
longitud de lalinearecta que une a A con B. Sin embargo, como se sabe, la costa es, en general, irregular,
por lo que es claro que su longitud serd mayor que la de lalinea recta entre sus dos puntos extremos.
Podriamos ahora tomar una unidad arbitraria de longitud H, por ejemplo una barra. Para medir lalongitud
dela costa llevariamos esta barra alo largo de ella (Figura 40, (b)) y contariamos las veces que la barra



cabe en lacosta. A este nimero, denotado por L1, le [lamamos lalongitud de la costa. En seguidatomamos
otra barra, de menor longitud, digamos H/I0 y repetimos el procedimiento obteniendo paralalongitud el
numero L 2. Podemos continuar indefinidamente de esta manera, tomando unidades cada vez méas
pequefias. | ntuitivamente esperariamos que la sucesién de val ores que se obtengan paralas longitudes L1,
L2, ... tenderiaaacanzar un valor bien definido que serialalongitud de la costa. Sin embargo, esto no
ocurre. De hecho lo que pasa es que esta sucesi6n de longitudes aumenta cada vez masy mas. Es decir, al
seguir € procedimiento indefinidamente, jlalongitud de la costaentre A y B tiende aun valor infinito!
Este resultado sorpresivo se debe precisamente al hecho de que a ir cambiando de escala van apareciendo
méasy més bahias y peninsulas pequefias, cada una de estas contribuye alalongitud medida. Por muy
chica que seala nueva bahia o peninsula, al ir aumentando la escala, en algin momento debera ser tomada
en cuentay contribuiraalalongitud. Si uno cambiara el método de medicién de lalongitud, también
Ilegaria ala misma conclusion.

(a)

Figura 40. Procedimiento de medicion delalongitudd dela costaentre A 'y B.

Lo mismo sucederiasi uno quisieramedir lalongitud de la trayectoria que sigue la particula browniana,
mostrada en lafigura 1. Su valor esinfinito.

Otro gjemplo de fractal eslafrontera entre dos paises. Se puede dar un argumento analogo alos que
hemos presentado y se llega ala misma conclusion. Por tanto, jla frontera entre dos paises tiene, en rigor,
longitud infinital

Concluimos que una caracteristica de los fractales es que al ser examinados con detalle, lalongitud entre
dos puntos fijos aumenta sin cesar a irnos a escal as cada vez menores.



En 1961 L. F. Richardson presentd una serie de mediciones experimentales que él hizo de varias costas,
fronterasy cuerpos geométricos regulares. En cada caso fue cambiando la unidad de longitud H y obtuvo
el correspondiente valor de lalongitud L(H). En lafigura4l se muestran algunos de sus resultados. Se
puede apreciar que al ir disminuyendo el valor de H lalongitud L va aumentando. Sin embargo, se puede
ver que lavariacion de L en ciertos intervalos de H no es muy pronunciada.
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Figura4l. Valoresdelalongitud L devarias curvasal cambiar lalongitud de la unidad de medida
H, segin L. F. Richardson. (a) Frontera entre Portugal y Espafia (b) Costa occidental de Gran
Bretafa (c) Fronteraterrestre alemana (1900) (d) Perimetro de un circulo

Podemos ahora preguntarnos lo siguiente: si aplicamos estas ideas ala medicion del perimetro de una
figura como un cuadrado o un circulo, ¢pasaralo mismo? En lafigura4l se ve que paraun circulo €l valor
de L esconstante (eigual a valor del perimetro del circulo, tal como se ensefia en l0s cursos de geometria)
en todo €l intervalo de valores de H con el que se hicieron las mediciones. Lo que ocurre es que en las
figuras geométricas, a aumentar la escala de observacion, no aparecen nuevas estructuras que eran
invisibles en la escala anterior ya que lalinea que delimita ala figura no tiene estas estructuras. Por
giemplo, € circulo es, por definicién, € conjunto de puntos que distan una longitud constante del centro.
Por lo tanto, no puede haber algo andlogo ala peninsula en el caso de la costa.

En este punto esperamos que €l lector se sientaincomodo. ¢COmo es posible que, por gemplo, lafrontera
entre dos paises no esté perfectamente determinada? Pues, efectivamente, en |o que respecta a su longitud
no lo esta. Richardson menciona que cada uno de |os paises considera su valor dentro de lalongitud de su
frontera comun. Por g emplo, Espafia dice que su frontera con Portugal mide 987 km, mientras que
Portugal dice que son 1 214 km; Holanda dice que su frontera con Bélgica mide 380 km; mientras que
Bégicareclama que son 449 km. Lo que esta sucediendo es que al hacer las mediciones, cada pais utilizo,
de hecho, diferente valor de la unidad de longitud H, y por tanto, obtuvo otro valor.

Ladiscusion anterior nos lleva ala conclusién inesperada de que lalongitud de objetos que son fractales
no tiene un valor bien determinado. Esta longitud depende de la unidad H que se escoja. Si dos
observadores eligen dos unidades distintas obtendran dos resultados distintos. jY ambos observadores
tendran razén! Es decir, este tipo de mediciones no es completamente "objetivo”. Es claro que, en las
relaciones entre paises, se debe reconocer e carécter fractal de las cantidades que se van amedir y llegar a
un convenio mutuo sobre cual debera ser 1a unidad de longitud que se debe seleccionar.

En térmios mateméticos | os resultados anteriores implican que a diferencia de las curvas
unidimensionales, que supuestamente nos son familiares, los fractales son objetos que tienen dimension
mayor gue uno; de hecho pueden tener dimension cuyo valor estaentre 1y 2.



Se puede construir un tipo de figuras fractales siguiendo € € emplo que a continuacién se da. Tomemos un
tridngulo equilatero cualquiera (Figura 42, (a)), que sellama el iniciador. Dividase cadalado del tridngulo
en tres partesiguales. En la parte intermedia de cada lado afiadase un triangul o equil&tero que tenga su
lado igual a unaterceraparte del original. Se obtiene asi lafigura 42(b). En seguida, dividase otra vez cada
uno de los lados de la figura asi formada, en tres partesiguales, y en cada parte intermedia afiadase un
tridngulo equilétero que tenga cada lado igual alalongitud resultante. Se encuentra asi |a forma mostrada
en lafigura42(c). Si se contindaindefinidamente este procedimiento, se encuentralaformade lafigura
42(d). Estaes un fractal y su perimetro tiene unalongitud infinita.

(b)



(d)

Figura 42. Ilustracion dela construccion de un fractal.

Analicemos con un poco de detalle el perimetro de estas figuras. Supongamos que el lado del triangulo
iniciador de lafigura42 () sea1; € perimetro del tridngulo es entonces igual a 3. Por construccion, cada
linearecta de lafigura42(b) tiene longitud (1/3). Por tanto, dado que hay 12 lineas rectas, € perimetro es
12 x (1/3) = 4. Cadalinearecta de la figura42c tiene longitud (1/9). En vista de que hay 48 de éstas lineas,
este perimetro es 48)((1/9) = 5.333. Vemos entonces que la sucesiéon de valores de |os perimetros es. 3,
4,5.333, ... Esta sucesion va creciendo. La causa de que crezca es clara, ya que de un paso a otro €l
nuimero de lineas rectas aumenta més répidamente de lo que disminuye lalongitud de cada linearecta. De
hecho, en cada paso el nimero de lineas se multiplica por € factor 4, mientras que lalongitud de cada
linea disminuye 3 veces. Por |o tanto, &l perimetro se multiplica, de un paso a otro, por €l factor 4 x (1/3)
= 1.333, que es un nimero mayor que 1. Si el nimero de pasos es infinito, e perimetro de lafigura asi
formada también resulta ser infinito.

Mandelbrot ha argliido que en la natural eza existen muchos fendmenos de caracter fractal, de hecho
muchos mas de |os que nos imaginariamos. Mencionaremos en forma breve algunos de ellos.

Ademéas de las lineas costeras, |0s pai sgjes natural es también tienen caracteristicas fractales. Asi, laforma
de cadenas montafiosas da lugar a que a intentar medir su superficie, uno encuentre valores infinitos.

En lageometria usual se nos ensefia que hay una relacion determinada entre, por ggemplo, el area que
ocupa unafiguray lalongitud del perimetro que encierra adicha area. Estarelacion es que lalongitud del
perimetro al cuadrado es proporcional a area encerrada. El coeficiente de proporcionalidad depende de la
forma de lafigura que se esté tratando. Asi, por gjemplo, para un cuadrado, lalongitud de su perimetro



elevada al cuadrado esigual aseisveces el area encerrada. Para un circulo, lalongitud del perimetro
elevada a cuadrado esigual acuatro veces p por el area encerrada.

Unarelacion andloga se encuentra entre el volumen de un cuerpo y el area de la superficie que lo encierra.
En efecto, se demuestra que el cubo del &rea es proporciona al cuadrado del volumen encerrado,
dependiendo el coeficiente de proporcionalidad de la figura de que se trate.

Si ahora se considera, por gjemplo, el caso de los cerebros de los mamiferos, se sabe que su corteza tiene
muchas circumvoluciones. Resulta de mediciones hechas con mucha precision que larelacion entre el
volumen del cerebroy el areade la superficie que lo encierrano sigue € patrén arriba dado para figuras
geométricas. Se encuentra que el cubo del &rea es proporcional no a volumen elevado al cuadrado, sino a
volumen elevado a una potencia que variaentre 2.73 'y 2.79. Se puede demostrar que este resultado
implica que la superficie que encierraa cerebro es fractal. Esto se ha explicado en términos de las
necesidades de la evolucion de los mamiferos.

Otro gjemplo biol6gico ocurre en la estructura nasal de algunos animales. La membrana que cubre €
hueso de lanariz estal que larelacion entre &reay volumen encerrado no sigue un patron geométrico, sino
fractal. Ciertos animales tienen un &rea muy grande para el volumen gque encierran. Esta membrana podria
estar relacionada con el sentido del olfato, y por eemplo en el caso de los camellos, su gran areales
ayudaria paralocalizar, husmeando, €l agua que es muy escasa en los desiertos.

Ladescargay € nivel de las crecidas de los rios son otro gjemplo de fractales. Resulta que estas
cantidades, tomadas anual mente, tienen valores muy persistentes. Se han intentado dar, infructuosamente,
diversas explicaciones de este hecho. Aparentemente, la Uinica que tiene visos de conformarse con los
resultados experimental es es que estas cantidades se comportan como fractales.

También se han aplicado las ideas de | os fractal es en economia. Un andlisis detallado del comportamiento
de los cambios de precios de los productos muestra que tienen una estructura andloga ala de un fractal.
Esto se debe que al cambiar de escalas temporales en la deterrninacion de estos cambios, se encuentran
estructuras anélogas.

En linguistica también aparecen estructuras fractales. Se han estudiado |as relaciones que, en un idioma
determinado, sigue la frecuencia de uso de palabras. Pues resulta que este comportamiento es fractal. Uno
de los parametros de este fractal dala medida de qué tan rico es €l uso del vocabulario através de la
frecuenciarelativa del uso de palabrasraras.

Se ha podido determinar que los fractal es también aparecen en lateoria de circuitos eléctricosy en la
teoria de lainformacion, por mencionar solo algunos campos. Se han abierto de esta manera vastos
horizontes de estudio y aplicacion que apenas han empezado a explotarse.
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CONCLUSIONES

HEMOS revisado, en formabreve, el fenébmeno fisico del movimiento browniano. A lo largo de nuestra
resefia se ha visto que historicamente no se trat6 de dar sélo la explicacién de un fendmeno muy
interesante. El movimiento browniano ha sido fuente de luz sobre otro tipo de fendmenos que ocurren en
lanaturaleza.

En primer lugar, concurrentemente con la explicacion de sus causas, dio lugar aresolver de unavez por
todas la disputa que existia, en los medios cientificos de fines del siglo pasado, acerca de la estructura de la
materia.

Asimismo, por tratarse inherentemente de un proceso irreversible, proporcioné uno de los primeros casos
cuya evolucion se pudo estudiar con todo detalle. Esimportante mencionar que, para poder realizar este
programa, fue necesario establecer |as herramientas mateméti cas adecuadas. Dado que parala descripcion
del fenébmeno eraindispensable tratar con cantidades estocasticas, se tuvo que desarrollar lateoria
matemética de las funciones no-diferenciables.

Unavez entendido el movimiento browniano a nivel fenomenoldgico seinicié lainvestigacion acerca de
su fundamentacion microscopica. En vista de que en este caso se tienen condiciones favorables en las que
una particula es mucho més pesada que cada uno de |os &omos que componen e fluido en que se mueve,
se ha podido avanzar considerablemente en la teoria microscopica correspondiente. Este desarrollo ayudd
adilucidar, entre otras, una cuestion tan fundamental como la transicion de una descripcion reversible,
como lo eslamicroscopica, a una descripcion irreversible, como o es la macroscopica. Al aclararse
satisfactoriamente |as paradojas propuestas por Loschmidt y Zermelo, se afianzaron las bases conceptual es
de la edificacién asi lograda. Asimismo, se encontraron las causas fundamentales de la aparicion de la
estocasticidad.

Sin embargo, € estudio microscdpico del movimiento browniano proporciono otra posibilidad, a saber,
estudiar el fendmeno a muy bajas temperaturas. En este caso, es hecesario utilizar la mecanica cuantica
paraladescripcidn y como consecuencia se encuentran otros tipos de comportamiento que no hubiera sido
posible hallar fenomenol 6gicamente. Por gjemplo, se descubrio la persistencia de las fluctuaciones, que es
un fendmeno gue apenas se esta estudiando hoy diay sobre el cual ain hay mucho que aprender.

Otras facetas del movimiento browniano se encuentran en diversas situaciones fisicas que tienen gran
importancia, no sélo conceptual, sino de aplicacion practica como son los coloides. Una parte importante
de muchos procesos industriales se basa en | as propiedades de sustancias coloidal es.

Asimismo, se han aplicado las ideas y métodos generados en |as investigaciones sobre movimiento
browniano a estudio de otros fendmenos, que son fisicamente distintos, pero que tienen caracteristicas
muy parecidas. Uno de estos sistemas es €l |&ser, cuyaimportancia no se puede subestimar. A pesar de que
obviamente un l&ser y una particula browniana a baja temperatura son sistemas fisicos distintos, resulta
gue tienen propiedades estadisticas anadlogas y, por tanto, las técnicas de andlisis desarrolladas para €l
segundo sistema se pueden aplicar a primero.

En la parte final del libro hemos presentado un nuevo horizonte que en los Ultimos afios ha emergido del
estudio del movimiento browniano, a saber, el fascinante tema de los fractales. Resulta que en la
naturaleza hay una cantidad apreciable de fendmenos que tienen carécter fractal. Cada dia, investigadores
de todo el mundo presentan nuevas contribuciones alo largo de estas lineas de pensamiento. No es
exagerado decir que este tema apenas esta en su infancia.

Hemos ilustrado, pues, un hecho muy importante en el desarrollo de la ciencia: laformaen que un
fendbmeno, el movimiento browniano (cuya explicacion eraimportante hallar) abrié y sigue abriendo de



manera explosiva una serie de campos y nuevos horizontes, tanto cientificos como de aplicacién practica.
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CONTRAPORTADA

Robert Brown (1773-1858) fue un médico inglés cuyo interés principal se volco hacia la botanica pero,
curiosamente su nombre ha quedado inscrito con rasgos indelebles en el campo de lafisicagraciasasu
descripcion del movimiento continuo de | as particulas mindscul as en una solucion: el ahora llamado
movimiento browniano. El doctor Eliezer Braun dedica este libro al estudio de ese curioso movimiento
gue, aunque extrano alos cientificos de su tiempo, no pudo ser explicado y asi permanecio desde la fecha
de los trabajos de Brown (1828) hasta 1905, cuando el genio de Alberto Einstein lo explico en uno delos
tres famosos trabaj os que publico ese afio, utilizandolo contra los escépticos que no creian en los &omos.

En su estudio Un movimiento en zigzag, €l doctor Braun nos conduce a una interesante excursion cientifica
en la que hace una diseccion de las teorias decimondnicas sobre €l calor que desembocaron en la
termodinamicay, mas adelante, con el descubrimiento de la estructura atomica de la materia. Los estudios
sobre el movimiento browniano han pasado del campo de lo tedrico, del mundo de lasideas, a delo
préactico. Entre los muchos empleos que se le han encontrado destaca, en nuestros dias, €l 1aser —por no
mencionar aerosoles, geles, emulsiones, etc. — Y €l estudio del movimiento browniano alin no culmina.
Hadado origen a descubrimiento de cosas que pueden parecer tan extrafias como los fractales, teoria que
[leva, entre otras muchas cosas, ala conclusion de que la frontera entre dos paises cual quiera jpuede ser
infinital " Parece ser —dice Braun— que el movimiento browniano, que se crey0 pieza de museo, apenas
esta empezando avivir.
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