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Capitulo 8

Series numeéricas

8.1. Definicién y primeras propiedades

Informalmente, una serie es “una suma de infinitos sumandos” (ver antecedentes histéricos
y comentarios en [ApostoLll cap. 10] y en [DurAn, pdg. 184 y siguientes]). Tales sumas se usan
implicitamente, por ejemplo, al considerar desarrollos decimales “ilimitados” de los niimeros reales:

asi, la igualdad 3= 2,333... significa

Z—2+i+i+—3 +
3 10 100 1000 7

. . 3 . .
suma con “infinitos sumandos” de la forma Ton’ n € N. En general, consideraremos una sucesién

cualquiera (a,) y “su suma” » 7, a,. {Qué sentido habréd que darle a tal suma? La respuesta se

m
impone de modo natural: Y7 | a, “tiene que ser” lim g .-
m—0o0
n=1
Analizando el proceso anterior, se trata, pues, de formar mediante la “sucesién de sumandos”

(an) una nueva sucesién “de sumas” (s,,) dada por s, = aj + ag + -+ - + am, m € N, y determinar
el limite (si existe) de esta tltima sucesién. Esqueméticamente:

lugar 1 2 3 4 e n
término | aq as as ay .. an
suma a1 | a1 +ag | a1 +ax+as | a1 +axt+az+ag | ... a1+ F+ay | ... | =7

Ahora bien: si, en definitiva, vamos a parar al estudio de la convergencia de una sucesion,
.,qué novedad vamos a encontrar respecto a lo que ya sabemos de sucesiones? El cambio radica en
el punto de partida: tomando como “dato” la sucesién de sumandos (a,,), nos planteamos determinar
propiedades de la sucesién de sumas (s,) basandonos en propiedades de los términos a,,. Pasemos
a formalizar estas ideas.

8.1.1. Series: términos y sumas parciales. Series convergentes, divergentes y
oscilantes

Definicién 8.1.1. Una serie >, a, es un par ordenado de sucesiones ((an), (sn)) relacionadas
por la condicion de que para cada n € N es

Sp=a1 +ag + -+ anp.

El término n-ésimo de la primera sucesion, a,, recibe el nombre de término n-ésimo de la serie;
el término n-ésimo de la seqgunda sucesion, s, recibe el nombre de suma parcial n-ésima de la
serie.
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Diremos que la serie y .~ | a, es convergente, divergente a +co 0 —oo, u oscilante segin
sea convergente, divergente a +00 0 —o0, u oscilante la sucesion de sus sumas parciales.

Si una serie Y o | an es convergente, se llama suma de dicha serie al limite de la sucesion
de sus sumas parciales; si la serie diverge a +0oo (resp., —o0), se dice que su suma es +oo (resp.,
—o0). Con un abuso de notacion que no suele conducir a error, se denota la suma con el mismo
simbolo que la serie.

Nota. A veces es cémodo considerar series de la forma > > a,, donde m es un nimero entero:
las sumas parciales serdn entonces s1 = apy, 52 = Am + Amg1ye - -y Sn = Am + -+ Qgn—1, - - -

Se utiliza también la notacién am, + am41 + - +an+--- envezde Y 2 a, y, cuando no da
lugar a confusién, se abrevia en ) ay,.

Ejemplo (series geométricas). Una serie Y - | a, es una serie geométrica si existe un r € R
tal que para todon € Nes apr1 =7-a, (0 apt1/an, =1 si ap # 0); de otro modo, si es de la forma
Yo par™. Si sy, es su suma parcial n-ésima, se tendrd

1—r™ :
1 a1 sir#1

S, =a+ar+---+ar = . .
an sir=1

Excluyendo el caso trivial @ = 0, se sigue:

oo
. . a
a) si|r| <1, la serie E ar™ es convergente y la suma es 1 ;
- T
n=0

b) sir > 1, la serie es divergente a +0o (si @ > 0) o a —oo (si a < 0);
c) sir = —1, la serie es oscilante, aunque las sumas parciales estan acotadas;
d) si r < —1, la serie es oscilante y las sumas parciales tienden, en valor absoluto, a +oo.

Ejemplo (serie armédnica). Se denomina asi la serie

o0

>,

n:ln

Se comprueba que, para cada n, su suma parcial n-ésima, denotada habitualmente por H,,, cumple
n

n 1 k+4,dx n+1 dr
H,=) —> — = — =1 1),
zk_zlfk S [ =t

k=1 k=

: . . 1
luego la serie armoénica diverge a +00 a pesar de que lim — = 0.
n n

El “cardcter” de una serie no cambia si se prescinde de un nimero finito de sumandos (aunque
esto pueda afectar al valor de la suma). Dicho de forma més precisa,

Proposicién 8.1.2. Dada una serie Y .- | an y un entero m > 1, se tiene:

a) > an converge si y solo si converge Y >~ ay,. Si convergen, entonces

[e's] m—1 00
g apn = an + g Qap
n=1 n=1 n=m

b) >0 an diverge a 400 si y solo siy o2 a, diverge a +00.

0 . : oo :
c) Yool an diverge a —oo si y solo siy > ay diverge a —oo.
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d) > an es oscilante si y solo si ) > apn es oscilante.
Demostracion. Basta observar que para todo p > m es
p

P m—1
E Qp = § an + § Gy
n=1 n=1 n=m

donde an;f ap es fijo (independiente de p), y aplicar las definiciones previas y los resultados
conocidos para sucesiones. O
8.1.2. Linealidad de la convergencia de series

Proposicién 8.1.3. Sean Y > an, > ..o b, series convergentes. Para cualesquiera o, € R, la
serie y 7 | (aa, + Bby) es convergente y se tiene

Z(aan + Bby) = aZan + ﬂan.
n=1 n=1 n=1

Demostracion. Basta tener en cuenta que

N N N
Z(aan—Fﬂbn):aZan—i—ﬁZan. O
n=1 n=1 n=1

Corolario 8.1.4. Si ) 2, a, converge y > > by, no es convergente, entonces y .- 1 (an + byp) no
es convergente.

Demostracidn. Sila serie Y 2 | (an + by) convergiera, entonces la serie

ibn - i ((an +b) + (—1)an)

n=1 n=1
también convergeria, segiin la proposicién anterior. ]

Ejemplos. La serie > (1/n + 1/2™) no converge, pues »_ 1/n no es convergente y »_ 1/2" si.
Sin embargo, al sumar dos series no convergentes, la suma puede ser tanto convergente como
no convergente: examinense los casos a, = b, =1y ay, =1, b, = —1.

8.1.3. Series telescopicas

Proposicién 8.1.5. Sean (a) y (by) dos sucesiones de nimeros reales tales que para todo n € N
se cumple
QAp = bn — bn—|-1-

Entonces la serie y > a, (denominada serie telescépica) es convergente si y solo si la sucesion
(bn) tiene limite real, en cuyo caso tenemos

ian =b — h’énbn.
n=1

Demostracidn. Basta tener en cuenta que las sumas parciales de la serie > ° | a,, son

N
Zan = (b1 — bg) + (bz — bg) + -+ (bN,1 — bN) + (bN — bN+1) =b; — bN+1. Il
n=1
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1 1 1
Ejemplo. Si a, = — = — — ——, entonces la suma parcial N-ésima es simplemente
nn+1) n n+l

N N 1 1
Z:: n+1 ZH n+1 1_N+1’

n=1

con lo que ll;{fn Sn = 1. Es decir, la serie > >, a, converge y su suma es 1:

> 1
2 iy =)

n=1

1
Ejemplo. Sea ahora a, = log (1 + 7). La suma parcial de orden N es
n

N N N

1
E ap = E log (14_5) = E (log(n +1) —logn) =log(N +1) —log1 = log(N + 1)
n=1 = n=1

oo
1
y tiende a +o0o. Es decir, la serie E log (1 + —) diverge a +o0.
n

n=1
Nota. Toda serie Y > | a, se puede ver trivialmente como una serie telescépica: basta poner
by =0, bpt1=—(a1+as+---+ay) (n €N),
lo que no anade nada interesante al estudio de la serie. Como es obvio, el resultado que hemos ob-
tenido s6lo es util cuando la sucesion (by,) es una sucesién conocida, cuyo comportamiento sabemos

de antemano.

Ejercicio. Escribiéndolas como series telescdpicas, estudiar las siguientes series:

(e ¢]
Z i n+2 (descomponer LQ en fracciones simples)
2.2 n(n+ 1) EERTCESY o

o0

a « a
b) > 3" sen® — (obsé =3sen - —4sen® -).
) 2 sen” o (obsérvese que sen « sen o sen 3)
oo
1 a a . B 2tg(a/2)
C) né_l 27’L tg 2TL g 2n_1 (utlhzar que tga = TQ(O[/”)

1 1
d) Z sen o cos 2% (tener en cuenta que cosa sen 3 = i[sen(a + ) — sen(a — (3)]).

n=1

8.1.4. Condicién necesaria para la convergencia de una serie. Condicion general
de convergencia de Cauchy

Proposicién 8.1.6 (condicién necesaria para la convergencia de una serie). Si la serie
> o2 | an converge, necesariamente

lima,, = 0.
n
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Demostracion. Si (sy) es la sucesion de las sumas parciales, es decir,

N
SN = E Qnp,
n=1
entonces
dlim sy € R.
N

Como ay = sy — Sy_1, se deduce que

limay =limsy —limsy_1 =0. L]
N N N

Esta condicién no es suficiente para la convergencia de una serie: veremos numerosos ejemplos
de series no convergentes cuya sucesion de términos tiende a 0; el més sencillo es quiza la serie
armonica

i1—1+1+1+ 1y

n 2 3 n ’
n=1

ya estudiada.

Teorema 8.1.7 (condicién de Cauchy para la convergencia de una serie). Una serie
S22 | an es convergente si y solo si para cada € > 0 existe un N = N(g) tal que para cualesquiera

n=1
m
Z ap| <E€.
k=n

mm €N conm >n > N se cumple

Demostracion. La serie es convergente si y solo si lo es la sucesién (s,) de sus sumas parciales, lo
que equivale a que (s;,) sea de Cauchy, y esto a su vez es es equivalente a que para cada ¢ > 0
exista un N = N(e) tal que para cualesquiera m, n € N con m > n > N sea |s,, — sp—1| < &; pero

m n—1 m
Sm—Sn—lzzak—Zak:Zak- L]
k=1 k=1 k=n

8.2. Series de términos no negativos

8.2.1. Convergencia de una serie de términos no negativos. Criterios de com-
paracion

El estudio del cardcter de una serie se simplifica cuando ésta es de términos no negativos.

Proposicién 8.2.1. Sea Y 7, a, una serie tal que an, > 0 para cada n € N. Entonces > o | an

converge si y solo si la sucesion (s,) de sus sumas parciales estd acotada superiormente. En caso
contrario, la serie diverge a +00.

Demostracion. Puesto que para cada n € N es
Sn41 — Sp = apg1 > 0,

la sucesion (s,) es mondtona no decreciente. Luego o bien estd acotada superiormente y converge,
o bien no estd acotada superiormente y diverge a +oo. O

Este resultado permite deducir en algunos casos la convergencia (o divergencia) de una serie a
partir del caracter de otra serie conocida.
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Teorema 8.2.2 (criterio de comparacién). Sean Y~ an y > - by, dos series y ng € N de
modo que para n > ng es 0 < a, < b,. Si 220:1 b, converge, también converge ZZL an. En

consecuencia, sty oy an diverge, Y o> by es asimismo divergente.

Demostracion. Sabemos que Y7 | a, tiene el mismo cardcter que Zzozno an, y que y_ -2, by tiene
el mismo caracter que fo:no by,. Denotando por (s,) la sucesion de sumas parciales de Zzozno an
y por (t,) la de Zzo:no by, se sigue que para cada n € N es s, < t,, luego si (¢,) estd acotada
superiormente, (s,) estard acotada superiormente. Y si (s,) no estd acotada superiormente, ()

tampoco puede estar acotada superiormente. Basta aplicar ahora el teorema anterior. O

En los libros clasicos, el criterio anterior recibe el nombre de criterio de la mayorante y de
la minorante, expresdndose la relacién descrita entre las series > > an y > ooy by diciendo que
la primera estd mayorada por la segunda y que ésta estd minorada por la primera. El criterio
se enuncia entonces en la forma siguiente: si la serie mayorante es convergente, la minorante es
convergente; si la minorante es divergente, la mayorante es divergente.

La comparacion entre dos series suele hacerse en la practica estudiando el cociente de sus
términos:

. . . o 2 2 . o0 [e.e] -
Corolario 8.2.3 (criterio de comparacién por paso al limite). Sean ), an, Y .~ by series
de términos mo negativos. Supongamos que eriste

, G
lim —
n by

=1 € [0,+00].

a) Sil <400 yla serie Y 2 | by converge, entonces la serie Y .~ | a, también converge.
b) Si0<{ylaseriey o b, diverge, entonces la serie Y .-, a, también diverge.
¢) Si0 <l < +oo, entonces las dos series Yo" an Yy > oy by tienen el mismo cardcter.

Demostracion. a) Sea C € (¢,+00) (por ejemplo C' = ¢ + 1). Entonces existe algtin ng € N tal
que a, /b, < C para todo n > ng, es decir, 0 < a,, < Cb, para todo n > ng. Si la serie > >~ b,
converge, entonces también la serie Y -~ ; Cb,, converge y, por el criterio anterior, la serie Y o2 | a,
converge.

b) Sea C € (0,/). Existe algin ng € N tal que a, /b, > C para todo n > ny, es decir, a, > Cb, >0
para todo n > ng. Si la serie Y | by, diverge, entonces también la serie Y 7, Cb,, diverge y, por
el criterio anterior, la serie >, a, diverge.

c) Basta aplicar a) y b). O

Corolario 8.2.4 (series de términos equivalentes). Sean Y 7 an, Y ooy by dos series de
términos no negativos. Supongamos que (an) ~ (by). Entonces > 2 | an Y Y ey by tienen el mismo
cardcter.

Por supuesto, en el resultado anterior las dos series pueden tener distinta suma.

La comparacién con las series geométricas proporciona dos de los criterios mas utilizados en
la practica, el criterio de la raiz y el criterio del cociente. Posteriormente veremos versiones mas
generales de los mismos para series de términos cualesquiera.

Proposicién 8.2.5 (criterio de Cauchy o de la raiz). Sea > 7 a, una serie de términos no
negativos tal que existe R = lim a,.

n—oo

a) Si R <1, la serie Y o | an es convergente.
b) Si R > 1, entonces a, # 0 y la serie Y ° | an es divergente.

Proposicién 8.2.6 (criterio de D’Alembert o del cociente). Sea > ., a, una serie de

Lo . . , Gp+41
términos no negativos tal que existe R = lim .
n—oo (O
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a) Si R <1, la serie ) >~ | a, es convergente.
b) Si R> 1, entonces an #» 0 y la serie Y > | an es divergente.
Un complemento interesante del criterio del cociente es el criterio de Raabe.

Proposicién 8.2.7 (criterio de Raabe). Sea > 7, a, una serie de términos no negativos tal
an+1

que exista R = lim n (1 — ). Entonces:

n—oo n
a) Si R>1, la serie Y7 | a, es convergente.
b) Si R <1, la serie Y o ap diverge a 4+00.

Demostracion. Ver [GARAY-CUADRA-ALFARO] teorema 5.28, pdgs. 101-102]. O

8.2.2. Otros criterios. Convergencia de algunas series de términos no negativos

Proposicién 8.2.8 (criterio integral). Dada f : [1,+00) — [0,+00) no creciente, la integral
1MPToPILa f;roo f es convergente si y solo si la serie 2101021 f(n) converge. Ademds, existe siempre

C:h;IIn <Zf(k) _/1nf> € [0, 400)

Y es

con
0<en < f(n)— lm f(x).

T——+00

Demostracion. Para cada n € N, pongamos

Sn:z.f(k)7 tn_/ fa dnzsn_t’m
k=1 1

Entonces
n n—1 k41 n—1 kil
dy =3 f(k) — F=fm+Y (f) = | fa)de
k=1 k=1 /’f kZ:l ( /k )
n-l k41
=g +Y [ U® - f@)dr >0

k=1"Fk

Como

n+1
dndn+1:sntnsn+1+tn+1:/ flx)dx — f(n+1)

n+1
— [ @ - fa+ D)z 20,

se sigue que (d,) es mondtona no creciente y acotada inferiormente por 0, con lo que existe C' =
h’?gn d,, € [0,400) y, en consecuencia, (sy) y (t,) serdn simultdneamente convergentes o divergentes.

Puesto que f > 0, la convergencia de (t,) equivale asimismo a la de la integral f1+°° f, luego esta
integral converge si y solo si converge la serie > | f(n).
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Por 1ltimo, para obtener la relacién entre s,, y t,, observemos que

n+1 n+1

0<d~duii= [ f@)do—fn4 1)< [ f)de o+ 1) = f() ~ fln+ 1),

n n

Reiterando, para cualquier nimero natural p,

0<dp—dpt1 < f(n) — f(n+1),
0<dnpt1—dnt2 < f(n+1)— f(n+2),

0<dptp—dntpt1 < f(n+p)— fln+p+1).
Al sumar las desigualdades resulta que
0<dp—dnipt1 < f(n) = f(n+p+1).

Pasando al limite en p, y teniendo en cuenta que lim f(x) existe por ser f mondtona no creciente,
T—+00

obtenemos

0<dy—C<f(n)— lim f(z)

T—-+00
Si hacemos e, =dp, —C =8, —t, —C =>7_, f(k) — fln f — C, hemos probado que
0<e, < f(n)— lim f(x),

T—+00
lo que completa la demostracion. ]

Aplicaciones. 1.- La constante v de Fuler. Aplicando los resultados que acabamos de obtener
a la funcién f dada por f(z) = 1/z y teniendo en cuenta que

"1
/ —dx = logn,
1 T

podemos escribir la suma parcial n-ésima de la serie armoénica como

n
1
H, = g %:logn—i—’y—i—sn,
k=1

donde 0 < e, <1/ny

(N~
7 = lim (; - log n> =0,5772156649 . ..
es un numero introducido por Euler en 1734 en el estudio de la funcién I', definida también por él.
Euler obtuvo sus dieciséis primeras cifras decimales en 1781; en 1963, Sweeney calculé 3.566 cifras.
No se sabe todavia si es un nimero racional o irracional (ver [LE LioNNAIS, pag. 28]).

2.- La funcion ¢ de Riemann. El criterio integral permite comprobar facilmente que la serie

[e.9]

1

ns
n=1

converge si y solo si s > 1 (ver [ApostoLl, ejemplo 1, pag. 485]). La funcién

(:36(1,+oo)—>C(s):Z%€R,

n=1
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denominada funcion zeta de Riemann, tiene importantes aplicaciones (especialmente en teoria
de numeros). Hay expresiones méas o menos sencillas para ((2n), n € N, pero no para otros valores.

2
Se sabe por ejemplo que ((2) = %, C4) = 79LO Hasta fechas recientes (R. Apéry, 1978) no se habia

podido probar siquiera que ((3) es irracional: ver |[LE LioNNAIS, pag. 36].
3.- Series logaritmicas. También mediante el criterio integral se prueba que la serie

oo

1
Z n(logn)s

n=2
converge si y solo si s > 1 (ver [ApostoLll pag. 486]).

Por comparacion con las series anteriores se deducen inmediatamente los siguientes criterios de
convergencia.

Proposicién 8.2.9 (criterio de Pringsheim). Sea )" 7, a, una serie de términos no negativos
tal que para algin o € R existe el limite

lim n%a, = ¢ € [0, +o0].

Entonces:
a) Sia>1yl<+oo, la seriey > | a, converge.
b) Sia<1yl>0,laseriey 7 a, diverge (a +00).
Proposicién 8.2.10 (criterios logaritmicos). Sea Y ° | ay, una serie de términos no negativos

-1 —1
tal que existe alguno de los dos limites A = lim M, B = lim M

. Ent :
n—oo logn n—oo log(logn) neonees

a) Si A>1, la serie Y o7 | an es convergente; si A < 1, diverge a +00.

b) Si B> 1, la seriey .-, a, es convergente; si B < 1, diverge a +00.

8.3. Series de términos cualesquiera

8.3.1. Series alternadas: criterio de Leibniz

Proposicién 8.3.1 (criterio de Leibniz). Sea > | x, una serie alternada, es decir, una serie
tal que para cada n € N es x, = (—1)"*a, con a, > 0. Si (a,) es una sucesion no creciente con
limite 0, entonces la serie Y oo Tn = Y oy (—1)"Tta, es convergente. Ademds, denotando con s,
la suma parcial n-ésima de la serie y con s su suma, se verifican para todon € N las desigualdades

0 < (—1)" (Sns2 — 5n) < s, (8.1)

0<(=1)"(s—sn) < ant1. (8.2)

Nota. De (8.1)) se sigue que las sumas de orden par forman una sucesién no decreciente y las sumas
de orden impar una sucesién no creciente. Las desigualdades ({8.2)) pueden interpretarse del siguiente
modo: si tomamos s, como valor aproximado de s, el error que cometemos es menor o igual que

|ap+1|, de modo que si (ay) converge “répidamente” a 0 , obtenemos una buena aproximacién de
la suma mediante una suma parcial de “pocos” términos.

Demostracion. Obsérvese que dado k € N, la diferencia

—(Sok+1 — So2k—1) = G2k — A2k41
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es mayor o igual que 0 por ser (a,) decreciente, y menor o igual que agg por ser asgiq > 0, lo que
da (8.1) en el caso n = 2k — 1. Para n = 2k es
S2k+2 — S2k = A2k+1 — G2k+2,

que andlogamente es mayor o igual que 0 y menor o igual que asiy1, lo que completa la prueba
de para todos los casos. Ademads, hemos obtenido que (s2x) es una sucesién no decreciente.
Como

sop = a1 — [(ag —ag) + - + (a2p—2 — agk—1) + agk] < ay,

(sor) estd acotada superiormente, luego es convergente. Sea s su limite. Puesto que
Sok—1 = Sk + A2k
y agr, — 0, resulta que
h’in Sop_1 = 11/]{‘11(82]{; + agy) = 11']?1 Sok + H;?l asr, = s+ 0=s.
Es decir: tanto la subsucesién de términos pares como la de términos impares de (s,) son con-

vergentes con limite s. Esto permite afirmar que (s,) es convergente con limite s, es decir, que

+o0 _
nel Tn = S.

Finalmente, puesto que para cada n € N es

“+oo “+oo

k=n+1 k=n+1
se sigue que
+oo
(—1)”(8 - Sn) _ Z (_1)n+k+lak
k=n+1

= apt1 — Gpi2 + h;gl [(@ns3 — anya) + -+ (Gnrome1 — Anp2me2)]

> apg1 — Apy2 = 0

¥y que
+oo
(—1)”(8 _ Sn) _ Z (_1)n+k+1ak
k=n+1
= Gnt1 — h;qun [(an+2 — ants) + -+ + (antom — ant2m+1)]
S An+1,
lo que prueba (8.2)). O

Ejemplo. La serie armonica alternada

= (-1

>

n=1
es convergente. Ademds, su suma se calcula facilmente utilizando la constante de Euler. En efecto:
para cada n € N, sumando y restando términos, se tiene

2n (_1)k+1 1 1

Lo 1
k 2 3 4 2n—1 2n

k=1

—1+1+1+1+ + L +1 2 1+1+ +1
a 2 3 4 on—1 2n 2 4 on

=Hy,— H,=log2n+ v+ €9, —logn — v — e, =log2 + 9, — €.



8.3. SERIES DE TERMINOS CUALESQUIERA 149

Como sabemos ya que la serie armoénica alternada es convergente, podemos escribir:
m k+1 2n k+1
(=1) (1)

= h’qun = log 2.

Ejemplo. La serie

log

es convergente. En efecto, es facil comprobar que la funcién f(z) = es decreciente en [3, +00)

1 1
(por ejemplo, calculando f’). Ademds, 281 5 y ogn
n

[ee]
-1
yo U ogm verge.
n

n=3

— 0. De aqui se deduce que la serie

8.3.2. Series absolutamente convergentes

o s, . [e'e) . . . 00
Definicién 8.3.2. Una serie Y - | a, se dice absolutamente convergente sila serie Y - | |ay|
es convergente.

El ejemplo mas sencillo de serie convergente que no converge absolutamente es la serie arménica
alternada.

Observacion. Una serie obtenida mediante combinacion lineal de series absolutamente convergen-
tes es absolutamente convergente (ver [ApostoLll, pag. 496]).

Definicion 8.3.3. Para un numero real cualquiera x, escribamos
7 = méx{z,0}, x~ = méax{—z,0}.

Es fdacil comprobar que |z|=aT +2~, x =27 —27, 2T >0, 2~ > 0.

Proposicion 8.3.4. Toda serie absolutamente convergente es convergente: dicho de otro modo, si
Y00 lan| converge, entonces la serie Y o | an también converge. Y en ese caso,

[e's) 0o
>_an| £ lanl.
n=1 n=1

Demostracion. Con la notaciéon anterior,

+ —
luego las dos series Y o2 af y >°° a;; convergen. Como a,, = a; — a,,, la serie Y > | a,, también
converge. Ademas, para cada n € N

n

D

k=1

n
<D laxl,
k=1

por la desigualdad triangular. Pasando al limite (una vez que ya sabemos que las dos series con-

vergen),
(o.¢] e¢]
Sl < Sla :
k=1 k=1
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o0

Proposicién 8.3.5. (a) Si una serie Y .-, a, converge pero la serie Y | |a,| diverge a +oo,

entonces las dos series Y ooy at y > o7 a, divergen a +00.

(b) Una serie Y 2 | an es absolutamente convergente si y solo si son convergentes las series

S at y>ooC ay; y entonces se tiene
oo o0 o0
E ap = E ab — g Ay, -
n=1 n=1 n=1

Demostracidn. a) Para cada n se tiene |a,| = af +a,, y a, = a)f — a,;, luego
— 9+ 9
lan| = 2a,) — ap, lan| = 2a,, + ap.

Como la serie Y 7 | a, converge, de estas dos ultimas igualdades se deduce que si alguna de las
. 00 + 00 — . 00 o
dos series > ° , a vy > | a, converge, entonces la serie ) >, |a,| converge también.
b) Para cada n, 0 < alf < la,| v 0 < a < |a,|. Luego si la serie S °° . |a,,| converge, las dos series
) n n n=1 ’
S at y Yoo2, a, convergen también. Reciprocamente, si estas dos series convergen, entonces
. 00 . _ 4+ _ 4+ _
la serie > ° ;| |an| también converge, porque |a,| = a,f + a, . Y en ese caso, como a, = a,’ — a,, se

deduce que
o (o] o
E Gp = E al — E a,, - O
n=1 n=1 n=1

8.3.3. Criterios generales de Cauchy (de la raiz) y de D’Alembert (del cociente)
Los criterios ya vistos sobre convergencia de series de términos no negativos se traducen de
manera obvia en criterios de convergencia absoluta para series de términos cualesquiera. Asi:

[e.9]

Proposicién 8.3.6 (criterio de la raiz o de Cauchy). Sea ) ", a, una serie tal que existe

R = lim V/|ay,|. Entonces:
n—oo
a) Si R <1, la serie > .7 | an converge absolutamente.

b) Si R > 1, entonces a, # 0 y la serie Y > | ap no es convergente.

Demostracién. a) Supongamos que R < 1. Sea R < ¢ < 1. Entonces existird algin ng tal que
Y/|an| < ¢ para todo n > ng. Por lo tanto,

0 <lan| <, n > ng.
. , . o0 n . (o)
Como 0 < ¢ < 1, la serie geométrica Y > c" converge y por lo tanto la serie ) | |a,| converge,

y la serie Y7, |an| también converge.
b) Supongamos que R > 1. Entonces existird algin ng tal que ’(/m > 1 para todo n > ng. Por lo
tanto,

lan| > 1, n > no.

Entonces, a, 7 0 y la serie > | a, no es convergente. O

(9
n=1

Proposicién 8.3.7 (criterio del cociente o de D’Alembert). Sea )

existe R = lim [ 1]

an una serie tal que

. Entonces:

a) Si R <1, la serie )7 | a, converge absolutamente.

b) Si R > 1, entonces an # 0 y la serie > . | an no es convergente.
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Demostracién. a) Supongamos que R < 1. Sea R < ¢ < 1. Entonces existird algiin ng tal que

lan+1]

lan] < ¢ para todo n > ng. Por lo tanto,

|an+1] < clanl, n > ng.

De aqui es facil deducir por induccién que

a
0 <layp| < |Cnn§’c”, n > ng.

o)

neny |Gn| converge,

. s . o0 n .
Como 0 < ¢ < 1, la serie geométrica Zn:no ¢" converge y por lo tanto la serie ) |
y la serie Y 7, |an| también converge.

b) Supongamos que R > 1. Entonces existird algun ng tal que “727:'1' > 1 para todo n > ng. Por lo

tanto,

’an+1| > ‘an‘a n 2 ng.

. . . . oo
Entonces, la sucesion |a,| no tiende a 0 (es no decreciente), luego a, / 0y la serie > ° | a, no es
convergente. O

8.3.4. Criterios de convergencia de Abel y Dirichlet

El criterio de Leibniz nos ha permitido encontrar series que convergen pero no absolutamente.
Para ampliar la lista de criterios que no se refieren a la convergencia absoluta anadimos los mas
conocidos, de Abel y Dirichlet, que se obtienen de una interesante “férmula de sumacién por partes”.

[e.e]

Lema 8.3.8 (fé6rmula de sumacién parcial de Abel). Sean (a,)02,

arbitrarias, y llamemos, para cada n,

0 :
(bn)22, dos sucesiones

A, :iak

k=1

(suma parcial n-ésima de la serie Y -~ | a,) Entonces

> arby = Anbpgr + Y Ap(br — bryr)
k=1 k=1

cualquiera que sea n € N.

Demostracion. Ver [ApostoLll, pag. 497]. O

Proposicién 8.3.9 (criterio de Abel). Si (a,)22, es una sucesion mondtona y acotada, y
> o2 by es una serie convergente, la serie y - | an by, es convergente.

Demostracion. Ver [ApostoLll, pag. 498]. O

Proposicién 8.3.10 (criterio de Dirichlet). Si (a,)°; es una sucesion mondtona que converge
a0, y> 2, by es una serie cuya sucesion de sumas parciales estd acotada, la serie Y o7 | an by, es
convergente.

Demostracion. Ver [ApostoLll, pags. 497-498|. O
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8.4. Propiedad conmutativa para series

,Qué sucede cuando en una serie “se cambia el orden de los sumandos”? Veremos que las
Unicas series “inalterables” por tales cambios son las absolutamente convergentes; en general, pues,
las series no mantienen la propiedad conmutativa de las sumas finitas. Precisemos estos conceptos.

Definicién 8.4.1. Dada una serie Y - | an, se dice que otra serie y -, b, es una reordenacion
suya st existe una aplicacion biyectiva r : N — N tal que, para cada n € N,
by, = Qr(n)-

00
n=1

1

Ndétese que, reciprocamente, > > | an es una reordenacion de Y - by, pues la inversa r—' es

igualmente una biyeccion.

Informalmente, una serie es una reordenacién de otra si tiene exactamente los mismos términos,
pero en otro orden. Que una serie tenga la propiedad conmutativa significard, asi, que tenga suma
y que cualquier reordenaciéon suya tenga la misma suma. Vamos a dar un nombre especial a las
series convergentes con la propiedad conmutativa.

Definicion 8.4.2. Una serie se denomina incondicionalmente convergente si es convergente
y st toda reordenacion suya es asimismo convergente, y con la misma suma.

Diremos que una serie es condicionalmente convergente si es convergente pero no incondi-
ctonalmente convergente, de modo que alguna reordenacion suya o bien no es convergente o converge
a una suma distinta.

bn,

. ) , . . .. %)
Lema 8.4.3. Dada una serie ) ", an de términos no negativos y una reordenacion suya Y .~ 4
se tiene:

a) siy o2 a, es convergente con suma s, también y .- b, es convergente con suma s.
b) siy o an es divergente a +00, también > o2 | b, es divergente a +oc.

Demostracion. a) Para cada n € N definamos
m(n) = max{r(1),r(2),...,r(n)}.
Denotando con t,, la suma parcial n-ésima de 220:1 b,, sera entonces
In =ap1) +ap@)+ -+ ) S a1+ a2+ F Q) <8,

o . o0
lo que prueba que ) | b, es convergente con suma menor o igual que s. Como a su vez > | an
i6 >° | by, por el mismo motivo su suma serd menor o igual que la suma de
es una reordenacion de )~ ; by,
> oo 1 b, lo que implica la igualdad entre ambas sumas.
b) En caso contrario, > b, serfa convergente y entonces Y~ an, reordenacién suya, también
convergeria. O

Proposicion 8.4.4. Toda serie absolutamente convergente es incondicionalmente convergente.

Demostracion. Si la serie Y | |an| converge, aplicamos el lema anterior a las series > o0 a;l y
> 1 a,, (que también convergen) y por ultimo recordamos que a, = a;f — a,, . O

El reciproco también es cierto: mas aiin, una serie convergente que no converja absolutamente
posee reordenaciones “que van a parar donde se desee”: convergentes con suma arbitrariamente
prefijada, divergentes a +oo, divergentes a —oo, oscilantes a capricho. Este es el contenido de un
célebre teorema de Riemann.
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Teorema 8.4.5 (de Riemann). Si una serie es convergente pero no absolutamente convergente,
para cada £ € [—00,+00| existe una reordenacion suya con suma ; en general, dados {1, lo, ...,

Ly, existe una reordenacion cuya sucesion de sumas parciales contiene subsucesiones que convergen
a€1, 52, ooy ék

Demostracion. [GARAY-CUADRA-ALFAROL, teorema 5.33, pdg. 105], [OrTEGAl teorema 9.20, pag. 303].
O

Corolario 8.4.6 (teorema de Dirichlet). Una serie es incondicionalmente convergente si y solo
st es absolutamente convergente.

8.5. Apéndice: sumacién de series

Resumimos las ideas fundamentales sobre el calculo de las sumas de algunos tipos particulares
de series.

Series telescopicas

o0
Si para cada n puede ponerse a, = b, —byn+1, la serie E a, converge siy solo si es convergente

n=1

o0
la sucesion (by,), y si este es el caso, E an = by —limb,.
n

n=1
Series geométricas
o o0 a
Si a # 0, entonces la serie E ar™ ! converge si y solo si |r| < 1; si converge, E ar" = 1 .
—r
n=1 n=1

Series aritmético-geométricas

o
Si P es un polinomio no constante, la serie Z P(n)r"™ converge si y solo si |r| < 1. Llamando

n=0
S a su suma, (1 —r)S = P(0) + Z[P(n) — P(n—1)]r" = P(0) + ZQ(n)r", donde @ es un
n=1 n=1

polinomio de grado menor que P; reiterando, se llega a una serie geométrica.

Series hipergeométricas

oo

a an + . . .

Son de la forma E an con ntl ﬁ, « > 0. La serie converge si y solo si v > a+ 3, con
an, an + 7y

n=1

y—a—p

Series ‘racionales’ o ‘de cocientes de polinomios’

P
Series del tipo Z QETL;, donde P y @ son polinomios (el nombre no es estandar). Cuando
n

convergen, puede hallarse a veces su suma descomponiendo P/Q en fracciones simples y calculando
la suma parcial n-ésima, relacionandola con sumas de series conocidas. Pueden ser de ayuda las
siguientes:

e Serie armonica

1 1 1
H, = 1+§+§+---+— = logn + v + €, donde « es la constante de Euler y lim, e, =0
n
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e Funcién ¢ de Riemann

— 1
((s) := E —, 8> 1 (funcion zeta de Riemann). En particular
n
n=1
ZOO 1 w2 ZOO 1 7
2 g _— = — 4 g _— = —,
<) = n? 6’ ¢(4) = n* 90

Reordenadas de la serie armonica alternada

En algunos casos pueden hallarse expresiones simplificadas de ciertas sumas parciales en térmi-
nos de H,,, y deducir asi el comportamiento de la serie.

Series que se reducen a la exponencial

X n
. € .
Partiendo de que para todo x € R es g — = e”, se pueden sumar series de la forma
n!
n=0

P(n . . . , -
E (' ) 2", donde P es un polinomio de grado m, sin mas que reescribir
n!

P(n)=amn—1)---(n—m+1)+ann—-1)---(n—m+2)+ -+ am_1n+ an,
para coeficientes ag, ..., a,, adecuados, y observar que

nn—1)---(n—k) 1

n! C(n—k-11"

sin> k.



Bibliografia

[ApPosToL1]

[DURAN]

[GARAY—CUADRA—ALFARO]

[LE LIONNAIS]

[ORTEGA]

Apostol, T. M.: Calculus, vol. I (segunda edicién). Reverté, Barcelona,
1989. Citado en la(s) pagina(s) [139} [146] {147} {149 [L51]

Duran, A. J.: Historia, con personajes, de los conceptos del cdalculo. Alian-
za, Madrid, 1996. Citado en la(s) pagina(s) (139

Garay, J. - Cuadra, J. L. - Alfaro, M.: Una introduccion al cdlculo infi-
nitesimal. Edicién de los autores, Zaragoza, 1974. Citado en la(s) pagina(s)

(145} 53

Le Lionnais, F.: Les nombres remarquables. Hermann, Paris, 1983. Citado

en la(s) pagina(s)

Ortega, J. M.: Introduccion al Andlisis Matemdtico. Labor, Barcelona,
1995. Citado en la(s) pagina(s) (153

Area de Andlisis Matematic
Universidad de Zaragoza
155 analisis@unizar.es


Mario Pérez Riera
Área de Análisis Matemático
Universidad de Zaragoza
analisis@unizar.es


	Series numéricas
	Definición y primeras propiedades
	Series: términos y sumas parciales. Series convergentes, divergentes y oscilantes
	Linealidad de la convergencia de series
	Series telescópicas
	Condición necesaria para la convergencia de una serie. Condición general de convergencia de Cauchy

	Series de términos no negativos
	Convergencia de una serie de términos no negativos. Criterios de comparación
	Otros criterios. Convergencia de algunas series de términos no negativos

	Series de términos cualesquiera
	Series alternadas: criterio de Leibniz
	Series absolutamente convergentes
	Criterios generales de Cauchy (de la raíz) y de D'Alembert (del cociente)
	Criterios de convergencia de Abel y Dirichlet

	Propiedad conmutativa para series
	Apéndice: sumación de series




