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Guia de trabajos practicos numero 4

MODELOSNO LINEALES, CAOSY FRACTALES

1. Temas a tratar

» Laecuacionlogistica

» Los exponentes de Lyapunov.

» Oscilaciones forzadasy € espacio de Lyapunov.
Los fractales en la fisiologia humana.

2. Objetivos

* Ver en hechos como nace @ caos a partir de sistemas deterministicos muy sencill os.

» Comprender larelacién conceptual que une @ caos conlos fractales.

e Aplicar  mé&odo celos coeficientes de Lyapunov mediante una implementacion computacional.

»  Obtener una vision ¢k laimportancia de los $stemas no lineales cadticos en la fisiologia y anato-
mia humana.

» Analizar algunocs gemplos interesantes de la goaricion e estructuras fractales en la naturaleza.

3. Revision tedrica

En esta secdon nose pretende realizar un andlisis tedrico minucioso dd tema, solo refrescar algunos
conceptos basicos necesarios paralarealizacion e trabajo practico.

3.1 Caos

Generalmente @ hombre tiende a tratar con situaciones estables, que no varian en d tiempo osi lo
hacen, que estas variaciones estén en torno a las stuaciones precedentes. Esta busqueda de una cierta
estabilidad hace que tomemos ciertas actitudes frente a fendmencs no estables: si los cambios duran
muy poco tiempo en relacion a los periodcs estables los ignaamos, si 1os cambios duran un cierto tiem-
po tratamos de encontrar alguna regularidad en dlos y de no encontrar ningdn patron estable los encasi-
llamos dentro de los ruidos. Lateoria del caos retoma estos Ultimos casos para dgjar de estudiar ciertos
mal clasificados ruidos desde @ punto de vista estable, es decir, dgar de analizar slo algunocs pardme-
tros estables dentro dd fendmeno como lo haciamos mediante & andlisis estadistico.

Ciertos gstemas no lineales muestran un comportamiento, bajo ciertas condciones, impredecible a
pesar de no tener ninguna influencia del azar y ser enteramente deterministicos. Llamativamente esto
puede suceder en sistemas extremadamente simples.

En estos gstemas no lineales puede identificarse un pardmetro ddl cual depende su comportamiento.
Cuando este pardmetro cambia podemos encontrarnaos con un comportamiento ordenado (puntos fijos o
ciclos limite en @ espacio de fase) 0 desordenado oturbulento (atractores extrafios en € espacio de fa-
se).
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3.2 Del orden al caos: Bifurcaciones

Cuando \ariamos cortinuamente este parametro caracteristico dd sistema encontramos que &iste un
periodoen € que @ sistema pasa de la estabilidad al caos. Los andlisis de las formas en que se produce
tal transicion han llevado a la clasificacion en rutas al caos. Una de las rutas mas estudiadas es la de
duplicacion de periodo obifurcaciones en haquill a.

Las hifurcaciones en haquill a consisten en una pérdida de la estabili dad de una solucion atractiva
dandolugar a otra de periodicidad ddle.

3.3 Sistemas dindmicos y ecuaciones en recurrencia.

Computacionalmente hablando simularemos la evolucién ce un sistema dinamico mediante formulas
de recurrencia obtenidas a partir de las ecuaciones diferenciales que lo describen. Estas formulas de re-
currencia pueden dotenerse aplicandoalguno de los métodas de resolucion rumérica de ecuaciones dife-
renciales de paso simple o por medio dd pasaje a ecuaciones en dferencia.

Podemos expresar en forma genérica la solucidn ce una ecuacion dferencial de primer orden y tiem-
po dscreto mediante la siguiente formula:
Xne = F(Xp)

Si lafuncién F depende de algun parametro de importancia k aparte de valor de la variable indepen-
diente en la iteracion anterior notamos:
Xn+1 = l:k (Xn)

Un punto fijo en una ecuacion en dferencias es aguel en d que X.+1= X, paratodon que un N dado.
Estas aclaraciones srén suficientes para d desarrollo dd préactico.

3.4 Los mapas iterados

Una forma de representar la evolucién de un sistema dinamico dscreto es através de mapas iterados
o dagramas de recurrencia.

En d caso e la ecuacion de recurrencia del apartado anterior podemos colocar en las abcisas de un
par de ges coordenados los valores de x..1 (=Y) Y en las ordenadas los de X, (=x). Luego dbujamos la
funcion ya=g(X)=F(x,) y la recta ys=X que representa X,.1= X,. Véaselafigura siguiente.

YA &

2 Y

>V

X3 X% X Xo
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Partiendo dk un X, dado, evaluamos gréficamente g(xo) para obtener x;. Ahora hay que calcular x,
que estd dado por g(x,), para esto llevamos x; hacia las ordenadas mediante la recta x,.1= X, y de ete
punto vamos hacia g(x,). Este proceso continlay da como resultado € mapa iterado de g(X)= F(X,).

En este caso la salida de sistema, x,, converge a un valor determinado, es decir hacia un punto en
particular del mapa de recurrencia en @ que se cumplira X,..= F(X,)=x, (la salida temporal dd sistema
€S Una constante).

Observe @ siguiente mapa iterado en € que se ancuentra nuevamente un punto fijo atractor para la
salida dd sistema. En este caso también se cumple que cuandot — o la salida dd sistema se aproxima
alaintersecdon ck la recta yg=x conla funcion ya=g(x). Estamos en este caso, en presencia de un pun-
to fijo dd mapa de recurrencia. Este punto fijo se corresponcde con un punto critico estable en € plano
defase de sisterma dinamico.

YA +
2
*@
[
< 5
&
=
X, X

A continuacion se muestran dcs nuevos mapas iterados en los que la salida no se aproxima sucesi-
vamente a punto fijo dd mapa. En estos casos € punto fijo es inestable,

VA //\ﬂ +

¥ §

x V
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>V

JPodra deducir usted a partir de estas graficas cual es la condcidn para que un punto fijo en d mapa
iterado sea estable?

Si, como usted habré observado la condcién de estabili dad de un punto fijo x, es:

IF(x,")| <1
ecl
Este resultado admite, por supuesto, una demostracion formal pero ésta escapa alos fines de estare-
visiontedrica
Laderivada F' puede calcularse derivandoa F o, de no conacer a F, por medio dela definicion cela
derivada discreta:

F'(Xn)z lim F(Xn +£)_F(Xn)
£-0 &

3.5 Una medida del caos: exponentes de Lyapunov

Cuando estudiamos las dindmicas cadticas encontramos que eiste una gran dependencia de las con-
diciones iniciales. Mas aun, una caracteristica de las érbitas cadticas vecinas es que su separacion esta
dada en promedio por una funcion exponencial (no recesariamente una funcion exponencial exacta). Es
por esto que & la practica se hace imposible predecir € comportamiento futuro de una solucién cadtica.
Esto se encuentra en corntraste con d comportamiento de una 6Orbita cercana aun punto fijo oa una so-
lucion periddica

Estas ideas pueden ser cuantificadas mediante la utili zacion ¢k los llamados exponentes de Lyapu-
nov.

Considere la ecuacion ce recurrencia Fy (Xx,,). Laiteracion e ésta apartir delos valores iniciales X,

Yy Xo + € dacomo resultado F,"(xo) Y F"(Xo+ €). Supongamos que iste un A tal que:
‘Fk”(x0 +£)- Fk”(xo)‘ ~g.e™
amedidaquee — 0y n — o siempreque . & . 0también, tendremos;

n.A

R e on ne

dx

n
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que expresa la separacion exponencial promedio entre la Orbita partiendo c X, y la érbita partiendo
de X, + €. Luego podemos escribir:

H1 |oR"(xB . 01 B
A = lim 0= In—=""2210= 1im B=InF,’ (Xy_)-Fe’ (Xnyoa) - Fe' (X0)|C
K N-wEN dx, | N-wON | K (Xn-1)-Fie (Xn2)-- R ( o)|D

) Hq N2 ' =

X ’L'Twé’ﬁ%m“:k (x@lg

ec2

Asi Ay es una medida de la separacion exponencial promedio de las Orbitas vecinas a todcs los pun-

tos de una Orbita drededar de un atractor. Definimos asi € exponente de Lyapunov A para un conjunto
invariante F, asociado al parametro k por medio dela ecuacidon 2, si es que dicholimite existe.

Podemos ver que para ciclos estables A<0 y las Orbitas convergen. Sin embargo para dractores ex-

trafios encontramos que A >0y las Orbitas no convergen. Siendo | R (Xy )| =1 cuando aurre una bifur-
cacion tenemos entonces A =0. Finalmente se llaman ciclos superestables cuando A — - ya que e es-
tos casos |Fk' (Xn )| =0y lavdocidad de convergencia ala estabili dad es maxima.

Resta ayregar que un andlisis tedrico mas amplio permite la definicion e los exponentes de Lyapu-
nov para mapas de recurrencia de dimensiones mayores. No tocaremos € tema en esta ocasion ya que
no hace a los fines practicos de esta guia.

3.6 El origen de la ecuacion logistica

Una de las mas sencill as ecuaciones conccidas que describen sistemas dindmicos con comportamien-
to cadtico es la ecuacion logistica. Esta ecuacion esta inspirada en un mode o poblacional propuesto por
Lotka en 1925

dN
—=cN
dt
ec3
en donek N es d nimero deindividuos, t d tiempo y la constante real ¢ es la taza de crecimiento de
la especie. Esta ecuacion dferencial lineal de primer orden da como solucion un crecimiento exponen-

cial dela poblacién:
N = e

cuando c< 0 tendremos una poblacion gue no progresa en este medio: la taza de mortandad es mayor
gue la taza de natalidad. Sin embargo, con ¢>0 para periodcs largos de tiempo en un hébitat con recur-
sos finitos la poblacion notenderia ainfinito en € caso real.

Podriamos pensar ahara que lo que sucede e que cuandod nimero ce individuos aumenta la taza de
crecimiento decrece por falta de alimentos. Esta idea fue introducida por Verhulst en 1937 mediante la
siguiente modificacion cela constante:

O NEC
c=r.0-—-=L
O N,C

en dona N., es la maxima poblacion admitida por d medio y r una constante de proporcionalidad.
Para valores pequefics de N obtenemos c=r y nos encontramos en la situacion anterior (ec3). Sin em-
bargo a medida que N se acerca d limite de individuos N, la taza de crecimiento decrece hasta ser cero
cuando N = N,,. Reamplazando en la ec3 la expresion para la taza de crecimiento dotenemos la deno-
minada eauacion logistica:
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dN O NE
—=rNO-—-»L
dt O NeC
ec4
Usted podra reconacer esta ecuacion ya que fue estudiada con mayor detalle en launidad Il : Mode-

los Compartimentales.

4. Ademas usted deberia repasar los siguientes topicos

e Sistemas nolineales.
* Resolucion rumérica de ecuaciones diferenciales.
*  Moddos compartimentales.

5. Caso de estudio

Ahora nos proponemos resolver la ecuacion logistica ( ec4 ). Para dlo apeamos huevamente a la
computadora y los métodas numéricos. También es oportuna una simulacién dectronica analégca, s
usted lo prefiere puede encontrar mayores detalles en los articulos entregadas con esta guia de trabajos
practicos.

Si aplicamos d méodo d Euler de primer orden con una longtud de paso h podemos obtener una
buena solucion para la dinamica de esta ecuacion. Para simplificar € desarrollo usted puede dectuar €

siguiente reamplazo:
hr

N, =
1+hr

para obtener
Nn +1 = (1+h r ) Nn (1' Nn)

Finalmente hagamos:
k=1+hr
ech
y trabajemos con:
Nnh+1 = K Np (1' Nn)
ecb
Esta ecuacion e recurrencia se denomina eauacion logistica y ncs srviré de base para desarroll ar
e caso de estudio. Para trabajar mas comodas normali zaremos las poblaciones con O<N<1 y podremos
hablar por gemplo de 0.25 mill ones de indviduos.

Ahora podemos referirnas a la revision tedrica de la secddn 3 donde encontramos que la ecuacion de
recurrencia tiene la forma:
Fo(Ng) = K.Ng (1= Ny)

En este caso tendremos que los puntos fijos de la recurrencia (puntos criticos dd sistema dinamico)
cuanda

FeNe) =Ny 0 (@-KN+ kN =0

Si consideramos un k<1 -la taza de mortandad mayor que la taza de natalidad- |a ecuacion anterior
posee @ d intervalo de nuestro interés [L=(0,1)] la Gnica solucién N,¥=0.
Sin embargo cuandotenemos un k>1 encontramos las sluciones:

k-1
N®=0 y N©@= -
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ec./
Sabemos que se partimos de una poblacioninicial No para que consigamos llegar a uno ¢ estos pun-
to fijos en la recurrencia debe cumplirse que

R (N[ =[k@-2.N%)| <1

ec.8
donce N, esé punto fijo en cuestion. Reanplazandolas ec.7 en la ec.8 encortramos:

“1<RU(NM)=k<1 y  -1<R/(N®)=2-k<1

gue para k>3 ambos puntos fijos n inestables pero hay que destacar que: la desestabili zacion ce
N, cuandok=1 se produce porque F,'(0)=1y para N,® en k=3 tenemos F’(0)= -1. Asi en k=3 se pro-

duce la bifurcacion o diplicacion dce perioda Como gemplo de este caso vea la siguiente figura donde
k>3:

S
Y
5

)
e@
< .
V/4

>

th

Podemos continuar d andlisis para encontrar los nuevos puntos de bifurcacion cela ecuacion logisti-
ca pero este andlisis tedrico escapa alos objetivos de este préctico.

El siguiente diagrama muestra los valores a los que tiende @ nimero de indviduos cuandot -« y k
va desde 2.5 hasta 4. Este se denamina diagrama de bifurcaciones y se puede apreciar en é una sibise-
mejanza tipica de las estructuras fractales.

Nooyk
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e diagrama de abajo muestra € valor dd exponente Lyapunov también en funcion dd parametro k.

Para obtener & segundo dagrama se utili zala ec.2. Observe las ventanas de estabili dad en medio dd
caos, d exporente de Lyapunov predice étas haciéndose repentinamente negativo. También doserve
como las bifurcaciones s corresponden con los A =0.

También es interesante observar la respuesta temporal y frecuencial dd sistema y corrdacionarlas
con estos gréaficos. El programa provisto por la cdtedra LOGISTIC.EXE muestra estas y otras gréficas
muy interesantes relacionadas con este sistema. Puede encontrarlo en la red ddl laboratorios de compu-
tacionen d directorio V:\BIO1\CAOS\.

6. Trabajos a presentar

6.1 Implementar el caso de estudio

En este punto se le pide que reali ce una implementacién completa del caso de estudio.
Obtenga:

* Respuestatemporal y frecuencial dd sistema

* Mapaiterado

» Diagrama de bifurcaciones

» Exponentes de Lyapunov

6.2 Trabajo creativo

Para este punto se adjunta ala guia de trabajos practicos articulos relacionadaos con d tema pero es
de nuestra preferencia que del grupo de trabajo provenga la propuesta.

La idea que deseen implementar debera exponerse previamente a uno ¢k los docentes a cargo ce los
trabajos précticos para discutir la pertinenciay los alcances de trabajo.

6.3 Analisis y discusion
Se antregan con esta guia cinco articulos introductorios a los fractales y € espacio de Lyapunov. Se-
lecdone dos de dlosy realice un andlisis de &tos.

Los articulos on:
e “Caosy fractales en la fisiologia humana”
» “Regularidad en la casa dd caos’
» “El lengugje delos fractales’
e “Salto al espacio de LyapunoV’
» “Losdiagramas de LyapunoV’

7. Acerca de la implementacion
» Haga un correcto uso cke las escalas gréficas
» Ultilice precisiénreal enlos cllculos
e Tengacuidadoa evaluar lafuncionlogaritmo naetural
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Corsidere apropiado un paso de 102 entre cada valor de k.

Utili ce un N=1000(como minimo) para € célculo de los exponentes de Lyapunov.

Para encontrar la respuesta frecuencial dd sistema puede utilizar la unidad FFT87b2PAS pro-
vista por la céatedra.

Grafique solo unos 50 puntos para cada valor dek en d diagrama de bifurcaciones.

8. Condiciones de aprobacion

Implementar correctamente d Caso de Estudio (grupal)

Superar sin errores un test escrito sobre @ Caso de Estudio con preguntas o problemas concep-
tuales y deimplementacion (individual)

Cumplir en tiempo y forma con la presentacion ¢ desarrollo dd Trabajo Creativo segin haya
sido soli citado por la cétedra. (grupal)

Superar una evaluacion coloquial acerca de los fundamentos tedricos y aspectos metodoldgicos
dd Trabajo Creativo. (grupal)

Lostrabajos s realizan en grupos de hasta 4 personas. No se aceptan trabajos indviduales.

Se aceptan implementaciones conputacionales en: C, C++, Pascal, Object Pascal, Delphi, Basic,
Visual Basic, Mathematica, MathCad, MatLab, Simulink. En esta guia en particular se acepta
también una implemetacion anal0gica eectronica (consultar conla catedra).

Cada integrante del grupo debera estar en condciones de fundamentar toda la implementacion y
los resultados obtenidaos.

Un informe escrito de este préactico (y de todos los demas) debera presentarse la Ultima semana de
cursado. Sin embargo se recomienda que éste se presente junto a la defensa dd trabajo. La im-
plementacion computacional se deberd aljuntar en un dsguete, tanto € coddigo fuente como una
version gecutable.

9. Un agregado especial

Un médico, un ingeniero civil y una informatica estaban discutiendo acerca de cudl era la profesion
més antigua del munda El médico sefialé: “ Bueno, en la Biblia dice que Dios cred a Eva de una costill a
gue le quitd a Adan. Evidentemente, esto requirid cirugia, y por eso bien puedo afirmar que lamiaesla
profesion més antigua de munda” El ingeniero civil interrumpid y djo: “Pero incluso antes, en € Géne-
sis, se dice que Dios cred € orden delos cidosy latierra apartir de caos. Esta fue la primeray desde
luego la mas espectacular aplicacion e laingenieria civil. Por lo tanto, querido dactor, estd usted equi-
vocado: la mia es la méas antigua de las profesiones.” La informatica se recliné en su sill a, sorrio, y dijo
tranquilamente: “Pero bueno, ¢quién piensan que cred d caos?”

G. Booch, Complgidad.

10. Bibliografia

Drazin P.G., Nonlinear systems, Cambridge University Press
AtkinsonL. V., Harley P. J., Introducdén alos mé&odos numéricos con Pascal, Addison-Wesley
Burghes D.N., Borrie M.S., Moddli ngwith dfferential equations, Elli s Horwood Limited

Nakamura S., Applied Numerical Methods with Software, Prentice-Hall

FI-UNER

Pagina 9 de 9 |




