Cap. 6 Torque y equilibrio.

CAPITULO 6. TORQUE Y EQUILIBRIO DE CUERPO RiGIDO.

En general un cuerpo puede tener tres tipos distintos de movimiento simulté-
neamente. De traslacion a lo largo de una trayectoria, de rotacion mientras se
esta trasladando, en este caso la rotacion puede ser sobre un eje que pase por
el cuerpo, y si a la vez este eje esta girando en torno a un eje vertical, a la ro-
tacion del eje del cuerpo rotante se le llama movimiento de precesion (por
ejemplo un trompo), y de vibracion de cada parte del cuerpo mientras se tras-
lada y gira. Por lo tanto el estudio del movimiento puede ser en general muy
complejo, por esta razon se estudia cada movimiento en forma independiente.

Cuando un cuerpo estd en rotacion, cada punto tiene un movimiento distinto
de otro punto del mismo cuerpo, aunque como un todo se est¢ moviendo de
manera similar, por lo que ya no se puede representar por una particula. Pero
se puede representar como un objeto extendido formado por un gran niimero
de particulas, cada una con su propia velocidad y aceleracion. Al tratar la rota-
cion del cuerpo, el analisis se simplifica si se considera como un objeto rigido
y se debe tener en cuenta las dimensiones del cuerpo.

Cuerpo rigido. Se define como un cuerpo ideal cuyas partes (particulas que lo
forman) tienen posiciones relativas fijas entre si cuando se somete a fuerzas
externas, es decir es no deformable. Con esta definicion se elimina la posibili-
dad de que el objeto tenga movimiento de vibracion. Este modelo de cuerpo
rigido es muy util en muchas situaciones en las cuales la deformacion del ob-
jeto es despreciable.

El movimiento general de un cuerpo rigido es una combinacion de movimien-
to de traslacion y de rotacidon. Para hacer su descripcidon es conveniente estu-
diar en forma separada esos dos movimientos.

6.1 TORQUE DE UNA FUERZA.

Cuando se aplica una fuerza en algin punto de un cuerpo rigido, el cuerpo
tiende a realizar un movimiento de rotacion en torno a algun eje. La propiedad
de la fuerza para hacer girar al cuerpo se mide con una magnitud fisica que
llamamos torque o0 momento de la fuerza. Se prefiere usar la palabra torque y
no momento, porque esta ultima se emplea para referirnos al momento lineal,
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momento angular o momento de inercia, que son todas magnitudes fisicas di-
ferentes para las cuales se usa una misma palabra.

Analizaremos cualitativamente el efecto de rotacion que una fuerza puede
producir sobre un cuerpo rigido. Consideremos como cuerpo rigido a una re-
gla fija en un punto O ubicado en un extremo de la regla, sobre el cual pueda
tener una rotacion, y describamos el efecto que alguna fuerza de la misma
magnitud actuando en distintos puntos, produce sobre la regla fija en O, como
se muestra en la figura 6.1. Una fuerza F; aplicada en el punto a produce una
rotacion en sentido antihorario, F, en b produce rotacion horaria y con mayor
rapidez de rotacién que en a, F3 en b pero en direccion de la linea de accion
que pasa por O no produce rotacion, Fy4 inclinada en b produce rotacion hora-
ria con menor rapidez de rotacion que F,; Fs y Fg aplicadas perpendiculares a
la regla no producen rotacion. Por lo tanto existe una cantidad que produce la
rotacion del cuerpo rigido relacionada con la fuerza, que definimos como el
torque de la fuerza.

Figura 6.1

Fi F,

Se define el forque 7 de una fuerza F que actua sobre algun punto del cuerpo
rigido, en una posicidn r respecto de cualquier origen O, por el que puede pa-
sar un eje sobre el cual se produce la rotacion del cuerpo rigido, al producto
vectorial entre la posicion ry la fuerza aplicada F,
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El torque es una magnitud vectorial, si « es el angulo entre r y F, su valor
numérico por definicion del producto vectorial, es:

(6.2)

su direccion es siempre perpendicular al plano de los vectores r y F, cuyo dia-
grama vectorial se muestra en la figura 6.2, su sentido esta dado por la regla
del producto vectorial, la regla del sentido de avance del tornillo o la regla de
la mano derecha. En la regla de la mano derecha los cuatro dedos de la mano
derecha apuntan a lo largo de r y luego se giran hacia F a través del angulo «,
la direccion del pulgar derecho estirado es la direccion del torque y en general
de cualquier producto vectorial.

Figura 6.2

Por convencion se considera el torque positivo (negativo) si la rotacion que
produciria la fuerza es en sentido antihorario (horario), esto se ilustra en la
figura 6.3. La unidad de medida del torque en el SI es el Nm (igual que para
trabajo, pero no se llama joule).

El torque de una fuerza depende de la magnitud y direccidon de F' y de su punto
de aplicacion respecto a un origen O. Si la fuerza F pasa por O, r =0y el tor-
que es cero. Si o = 0 o 180° es decir, F esta sobre la linea de accion de r,
Fsena = 0 y el torque es cero. F sena. es la componente de F perpendicular a
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r, sOlo esta componente realiza torque, y se le puede llamar F;. De la figura
6.3 también se ve que », = rsena es la distancia perpendicular desde el eje de
rotacion a la linea de accion de la fuerza, a r, se le llama brazo de palanca de
F. Entonces, la magnitud del torque se puede escribir como:

t =r(Fsena)= F(rsena)=rF, =r F

Figura 6.3

i Linea de accion de F

Ejemplo 1: Calcular el torque producido por una fuerza F = (3i - 2j +4k) N
que se aplica a un objeto en la posicion r = (6i + 3j) m.

Solucion: Por la definicion de producto vectorial se tiene:

SRR A:
T=FxF=x y z=6 3 0
F. F, F| 3 -2 4

T=12i—24j-21k Nm

J. Inzunza 150 Introduccion a la Mecanica



Cap. 6 Torque y equilibrio.

Ejemplo 2: calcular el torque neto por A y por B en el siguiente sistema, don-
deF;=10N,F,=5N,F;=15N,a=50cm, b=1m.

Solucion: el torque neto es la suma de los torques realizados por cada fuerza.
Para rotacion en torno al punto A, considerando el signo de la rotacion:

Ty =F;r;send5 + F>r,sen60 - F3r; sen20

los valores de las distancias son: r; =0, r,=a=05m,r;=b=1m.

74 =10:0 - sen45 + 5-0.5- sen60 — 15-1- sen20 = -3 Nm

Para rotacion en torno al punto B, considerando el signo de la rotacion:

3 =+ F;r;send5 + F> ry; sen60 - Fs3r; sen20

ahora los valores de las distancias son: r; =a = 0.5 m, r, =0, r;=b-a=0.5 m.

73 = 10-0.5 send5 + 5:0- sen60 — 15-0.5° sen20 = 1 Nm

6.2 EQUILIBRIO DE UN CUERPO RIGIDO.

Por definicion una particula puede tener solo movimiento de traslacion. Si la
resultante de las fuerzas que actlian sobre una particula es cero, la particula
esta moviéndose con velocidad constante o estd en reposo; en este ultimo caso
se dice que estd en equilibrio estatico. Pero el movimiento de un cuerpo rigido
en general es de traslacion y de rotacidon. En este caso, si la resultante tanto de
las fuerzas como de los torques que actuan sobre el cuerpo rigido es cero, este
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no tendrd aceleracion lineal ni aceleracion angular, y si estd en reposo, estard
en equilibrio estdtico. La rama de la mecanica que estudia el equilibrio estati-
co de los cuerpos se llama estdtica.

Para que un cuerpo rigido este en equilibrio estatico se deben cumplir dos re-
quisitos simultaneamente, llamados condiciones de equilibrio. La primera
condicidn de equilibrio es la Primera Ley de Newton, que garantiza el equili-
brio de traslacion. La segunda condicion de equilibrio, corresponde al equili-
brio de rotacidn, se enuncia de la siguiente forma: “la suma vectorial de todos
los torques externos que actuan sobre un cuerpo rigido alrededor de cualquier
origen es cero”. Esto se traduce en las siguientes dos ecuaciones, consideradas
como las condiciones de equilibrio de un cuerpo rigido:

SF=0=F+F,++F,=0

1% condicion de equilibrio: (6.3)

ZT=0:>T1+T2+'“+Tn=0

2“condicion de equilibrio: (6.4)

Como estas ecuaciones vectoriales son equivalentes a seis ecuaciones escala-
res, resulta un sistema final de ecuaciones con muchas incégnitas (seis), por lo
que limitaremos el analisis a situaciones donde todas las fuerzas estan en el
plano xy. Con esta restriccidn se tiene que tratar s6lo con tres ecuaciones esca-
lares, dos de la primera condicion de equilibrio y una de la segunda:

D F.=0, Y F, =0, > =0

Cuando se tratan problemas con cuerpos rigidos se debe considerar la fuerza
de gravedad o el peso del cuerpo, e incluir en los calculos el torque producido
por su peso. Para calcular el torque debido al peso, se puede considerar como
si todo el peso estuviera concentrado en un solo punto, llamado centro de gra-
vedad. Se han preguntado alguna vez ;por qué no se cae la Torre de Pisa?, o
(por qué es imposible tocarte los dedos de los pies sin caerte cuando estas de
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pie apoyado con los talones contra la pared? ;Por qué cuando llevas una carga
pesada extiendes y levantas el otro brazo? Para responder a esto debemos de-
finir los conceptos de centro de masa y de centro de gravedad y su aplicacion
al equilibrio estatico.

6.2.1 Centro de gravedad.

Debido a que un cuerpo es una distribucion continua de masa, en cada una de
sus partes actua la fuerza de gravedad. El centro de gravedad es la posicion
donde se puede considerar actuando la fuerza de gravedad neta, es el punto
ubicado en la posicion promedio donde se concentra el peso total del cuerpo.
Para un objeto simétrico homogéneo, el centro de gravedad se encuentra en el
centro geométrico, pero no para un objeto irregular.

6.2.2 Centro de masa.

Es la posicion geométrica de un cuerpo rigido donde se puede considerar con-
centrada toda su masa, corresponde a la posicion promedio de todas las parti-
culas de masa que forman el cuerpo rigido. El centro de masa de cualquier ob-
jeto simétrico homogéneo, se ubica sobre un eje se simetria.

Cuando se estudia el movimiento de un cuerpo rigido se puede considerar la
fuerza neta aplicada en el centro de masa y analizar el movimiento del centro
de masa como si fuera una particula. Cuando la fuerza es el peso, entonces se
considera aplicado en el centro de gravedad. Para casi todos los cuerpos cerca
de la superficie terrestre, el centro de masa es equivalente al centro de grave-
dad, ya que aqui la gravedad es casi constante, esto es, si g es constante en to-
da la masa, el centro de gravedad coincide con el centro de masa. Existen mé-
todos para calcular estas dos posiciones, pero aqui no las detallaremos.

Ahora se pueden responder las preguntas anteriores. Respecto a la Torre de
Pisa, la respuesta a la pregunta de porque no se cae, es porque su centro de
gravedad esta dentro de su base. Si la torre contintia inclinandose hasta que su
centro de gravedad caiga fuera de su base, entonces se derrumbara. Pero se le
han puesto apoyos en su base para evitar que continué inclindndose. Las otras
preguntas ahora las puedes responder tu.
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Para aplicar las condiciones de equilibrio, es recomendable seguir las siguien-
tes instrucciones, que corresponde a dibujar el DCL del cuerpo rigido:

a) Aislar al cuerpo rigido del sistema con un limite imaginario.

b) Dibujar los vectores que representen las fuerzas en el punto de aplicacion
donde las fuerzas efectivamente actian.

c) Elegir un sistema de coordenadas conveniente para descomponer las fuer-
zas, donde dibujar la componente perpendicular a la posicion.

d) Elegir un eje de rotacion O adecuado en el cuerpo rigido, donde se anulen
los torques de (algunas) fuerzas desconocidas.

Ejemplo 3: una barra uniforme de longitud L y peso P esta articulada en una
pared. Un alambre fijo en la pared a una distancia d sobre la articulacion
sujeta a la barra por el otro extremo. El alambre permanece horizontal cuan-
do se cuelga un cuerpo de peso p en el extremo libre de la barra. Calcular la
tension del alambre y la fuerza de reaccion en la articulacion de la barra.

Solucion: se elige como eje de rotacion la articulacion de la barra en la pa-
red, en el punto A, se identifican las fuerzas que actuan sobre la barra, se di-
buja el DCL de la barra y se aplican las condiciones de equilibrio.

1% condicion de equilibrio:

YF=0=YF =0y YF =0
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egiex: Fype —T=0 (1)
ejey: Fyy—P-p=0 (2)
2“ condicion de equilibrio:

ZTA=OZ>TT+TP+TP=0

+Tcosa L - psenac L — P sena (L/2) = 0 (3)

De la geometria de la figura se obtienen sena'y cosa en términos de Dy L:

L2_D2

D
cosa=-—, sena =
L L

que se reemplazan en (3), luego se despeja 7+

+P/2WIL? - D?
7o (P N
d

Ahora se calculan Fy, y F4, de las ecuaciones (1) y (2).

2 2
De (1) FAx:T:(p+P/2dNL D

De (2): Fup=P+p

Ejercicio: calcular el vector fuerza en A4, su magnitud y direccion.

Ejemplo 4. En el siguiente sistema, una fuerza horizontal F, cuya linea de ac-
cion pasa por el centro de un tambor de radio R y peso P, se aplica sobre el
tambor, para hacerlo subir por un escalon de alto R/2. Hacer las suposiciones
necesarias para calcular el valor de la: a) fuerza F, b) fuerza del vinculo en
A, c) direccion de la fuerza del vinculo en A.
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Solucion: Se conocen sélo el peso Py el radio del cilindro R. Hay que calcular
la fuerza aplicada F'y la fuerza del vinculo en A, F,.

Las condiciones de equilibrio son:
1 condicion Zﬁ =0y 2“condicion ZTA =0

Se hace el DCL, se elige como eje de rotacion el punto A4, y al aplicar las con-
diciones de equilibrio se obtiene:

ejex: F—F, =0 (1)
ejey: N—-P+F, =0 (2)

> 7,:Pd—-Nd-FR/2=0 (3)

donde d es la distancia perpendicular o brazo de palanca desde 4 hasta las
fuerzas peso Py normal N, y el brazo de palanca de F es R/2. De la geometria
de la figura, se calcula d:

2 2
RZ:(R) +d2:>d2:R2—R—:5R2
2 4 4

dsz:Zdz«BR
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De (3) se obtiene el valor de la fuerza aplicada:

(P—N)d:FZR:(P—N)fR:T:

F=+3(P-N)
De(l): F,=+/3(P-N)
De (2): F, =P-N

El vector fuerza es:

F,= Fui+F,j=-/3(P-N)+(P-N)j

Sumagnitud:  |F,|=[3(P-N) +(P-N) =|F, = 2(P-N)

F _
o (P=N) L gy

F, -/3(P-N) /3

Direccion de F4: tana =

Notar que no se conoce NV, se supone que /N =0 cuando F es la fuerza minima
para hacer subir al tambor.
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PROBLEMAS SELECTOS.

a) Estimar las longitudes y masas de los punteros del reloj del Campanil.
b) Calcular el torque en torno al eje de rotacion de los punteros debido a
su peso, cuando la hora marca las: 14:00, 16:45, 18:00, otra a su gusto.

Hacer todas las suposiciones necesarias para estimar el torque que deben
ejercer las raices de un pino radiata D. Don, para evitar que el pino se
vuelque, cuando en un temporal de invierno se inclina por efecto de la
fuerza ejercida por el viento. ;Y si la planta es un rosal?

Dos fuerzas F; y F, actlian a lo largo de los lados de un tridangulo equilate-
ro de lado a, como se muestra en la figura 1. Encuentre una tercera fuerza
F; que aplicada en el vértice a lo largo del lado produzca un torque neto
en torno a O igual a cero. R: F; = F; + I, (magnitudes).

Figura 1.

F,

Y

Una escalera homogénea de masa M descansa contra una pared vertical
sin friccion, en un angulo de a=60° con la vertical. El extremo inferior se
apoya sobre un piso horizontal con un coeficiente de friccion . Un pintor
de brocha gorda de masa 2M intenta subir la escalera. ;Qué fraccion de la

longitud L de la escalera subira el pintor antes de que la escalera empiece
a resbalar? R: 0.79.

Un tablon uniforme de 5 m de largo y 150 kg esté articulado en A. En B
esta sostenido por una cuerda que forma un angulo de 90° con el tablon,
como se ve en la figura 2. Calcular la tension de la cuerda y la fuerza de la
articulacion en A. R: 643 N, -5141 + 1114j N.
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6. El tablon uniforme de la figura 3, de 5 m de largo y peso P esta articulado
en A e inclinado o grados con la horizontal. En el extremo opuesto esta
sostenido por una cuerda que forma un angulo de 90° con el tablon, soste-
niendo un peso P/2. Calcular: a) la tension de la cuerda, b) la fuerza en A.
R:a) 0.6 P,b) (0.471 + 1.14j)P.

Figura 2. o Figura 3.

7. Un cilindro de masa M y radio r descansa sobre un plano inclinado sujeta-
do por una cuerda tangente al cilindro y paralela a la superficie del plano.
El plano esta inclinado en un dngulo a con la horizontal, como se muestra
en la figura 4. Encuentre: a) el valor minimo del coeficiente de friccion es-
tatico, en términos de a, para que el cilindro no resbale hacia abajo del
plano inclinado, y b) la tension en la cuerda en términos de M, gy a. R: a)
0.5tana, b) 0.5Mg senc.

Figura 4.

8. Una persona sostiene sobre su mano una masa M, con su antebrazo en po-
sicion horizontal. Asi existe una fuerza en la articulacion del codo y otra
producida por el biceps. a) Idear un modelo que le permita considerar al
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antebrazo en equilibrio de cuerpo rigido; indicar sus suposiciones. b) Cal-
cular la fuerza del biceps y en la articulacion del codo. R: b) (p+P)/d.

Cuando una persona esta agachada, el musculo de la espalda unido a un
punto a dos tercios del sacro (eje) en un angulo de 12°, mantiene la espina

dorsal, de largo ¢, en posicion horizontal (figura 5). Si la parte superior del
cuerpo pesa 450 N, a) calcular la tension T del musculo de la espalda y la
fuerza R de la espina en el sacro. b) Comparar para el caso en que la per-
sona levanta con los brazos un peso de 200 N. ;Qué¢ se puede concluir? R:

a) 1623.3 N, 1592 N, b) 3066 N.
la Fisica! cierto?

Figura 5.

Hueso sacro

PROBLEMAS VARIOS.

Una fuerza F = (2i + 3j) N se aplica a un objeto que esta articulado alre-
dedor de un eje fijo alineado con el eje z. Si la fuerza se aplica en la posi-
cion r = (4i + 5j) m, calcular: a) el vector torque neto en torno a z, b) la
magnitud del torque neto y ¢) su direccion.

La figura 6 muestra las fuerzas F;=40 N, F,=30 N, F;=50 N, F,=60 N
aplicadas a un cuerpo rigido que puede girar en torno de un eje que pasa
por O. Calcular el torque resultante. R: -10.8 Nm.

Calcular el torque neto sobre la rueda producido por las fuerzas F;=8 N,
F>,=10 N, F;=15 N, que se indican en la figura 7, alrededor de un eje que
pase por su centro, sia = 10 cm, b =20 cm y a. = 30°.
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Figura 7.

13. Un tablén uniforme de 6m de longitud y 30kg de masa, descansa horizon-
talmente sobre un andamio. Si 1.5m del tablon sobresale por un extremo
del andamio. ;Cuanto puede caminar un pintor de brocha gorda de 70kg
por la parte sobresaliente antes de que el tablon se vuelque? R: 0.64 m.

14. Una viga uniforme de peso Py longitud L soporta dos pesos P; sobre Oy
P, a la derecha, como se muestra en la figura 8. La viga se apoya en dos
puntos. Calcular el valor de x para el cual la viga quedaré equilibrada en el
punto de apoyo derecho de tal manera que la fuerza en O sea cero. R: [(P;

+ P)D + P,L/2]/P;.

15. Para el sistema de la figura 8, encuentre x tal que la fuerza normal en O
sea la mitad de la fuerza normal en P. a) Desprecie el peso de la viga. b)

Considere el peso de la viga.

Figura 8.
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Un tablon uniforme de 5m de longitud y 50N de peso, apernado en 4 es
sostenido por una cuerda en su extremo superior, como se muestra en la
figura 9. Una carga de 100 N cuelga del tablon en un punto a una distancia
x de A. Si la resistencia de ruptura de la cuerda es 50 N, encuentre el
maximo valor de x. Considere oo = 30°y f = 60°. R: 1.76 m.

Un poste uniforme de 1200 N se sostiene por un cable, como en la figura
10. El poste se sujeta con un perno en A4 la parte inferior y en la parte su-
perior se cuelga un cuerpo de 2000 N. Encuentre la tension en el cable de
soporte y las componentes de la fuerza de reaccion en el perno en A. R:
1465 N, (13281 + 2581j) N.

Una fuerza F, cuya linea de accion pasa por el borde superior de un tam-
bor de radio R y peso P, se aplica sobre el tambor, para hacerlo subir por
un escaldn de alto R/2 (figura 11). Calcular: a) la fuerza F, b) la fuerza del
vértice del escalén en 4, ¢) la direccion de la fuerza en 4. R: a) (N3/3)P, b)
~NI10/9)P, ¢) tana = 3.

Figura 10. Figura 11.

) AR L L F 104V ATY i
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