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Capitulo 6

La integral de Riemann

Vamos a dar una definicién precisa de la integral de una funcién definida en un intervalo. Este tiene
que ser un intervalo acotado y cerrado, es decir [a,b] con a < b € R, y la definicién que daremos
de integral sélo se aplica a funciones acotadas, y no a todas, sino a las funciones que llamaremos
integrables.

En el siguiente capitulo veremos cémo, en un sentido més amplio, podemos hablar de integrales
de funciones no acotadas o definidas en intervalos no acotados.

Seguiremos bésicamente el desarrollo que puede verse, entre otros muchos textos, en [Ross,
cap. VI, pp. 184 y ss.] o en [BARTLE-SHERBERT, cap. 6, pp. 251 y ss.]. Como complemento puede con-
sultarse [GuzmAN, cap. 12]. La evolucién histérica de la integral estd muy bien contada (sobre todo la
aportacién de Newton y Leibniz) en [DurAn]; de cardcter mds técnico es el libro [GRATTAN-GUINNESS].

6.1. Definicién (de Darboux) de la integral de Riemann

6.1.1. Definicién de integral

Definicién 6.1.1. Una particién de un intervalo [a,b] es un conjunto finito de puntos de [a,b]
que incluye a los extremos. Una particion P la denotaremos ordenando sus puntos de menor a
mayor, comenzando en a y terminando en b,

P={x}ig={a=so<z1<m2<...<2p_1 <2p =b}.

El conjunto de las particiones de [a,b] lo expresaremos como P([a,b]). Una particion como la
indicada divide el intervalo [a,b] en n subintervalos [x;—1,x;], cada uno de longitud x; — x;_1.

Definicién 6.1.2 (sumas de Darboux). Sea f una funcion acotada definida en [a,b], y sea
PeP(ad]), P={a=zp<x1 <2< ...<Tp_1 < Ty =b}. Sean, para cada i =1,...,n,

M; = sup{f(z); = € [ri—1,zi]}; m; = inf{f(z); x € [z;—1, 2]}

La suma inferior de f asociada a P se define como
n
S(f,P) = mi(x; — zi_1),
i=1
y la suma superior de [ asociada a P es

S(f,P) = ZMz(% — xi_1).
i—1
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Observacién. Para cualquier P € P([a,b]) tenemos que S(f, P) < S(f, P), ya que m; < M; para
cada i. Asi mismo, poniendo M = sup{f(z) : € [a,b]}, m = inf{f(z) : x € [a,b]}, se deduce que
m(b—a) < S(f, P) < S(f, P) < M(b—a) cualquiera que sea la particién P (y por consiguiente, tanto
el conjunto de las sumas superiores como el de las sumas inferiores estdn acotados, superiormente
por M (b — a), inferiormente por m(b — a)).

Nota (relacién entre la integral y la medida de dreas). Supongamos que f es una funcién
no negativa, y consideremos la regiéon que delimita su grafica con las rectas y =0, x =ay = = b.
Si el area de dicha regién es A, entonces

S(f,P) < A<S(f,P),

ya que las respectivas sumas son las dreas que obtenemos si cambiamos f en cada [z;_1,x;) por m;
o M;, y los hemos definido de forma que m; < f < M; (de hecho hemos tomado los valores més
ajustados que cumplen dichas desigualdades).

En la figura, la diferencia entre la suma superior y el area A es lo que mide la zona de color
amarillo (claro), y la diferencia entre A y la suma inferior es lo que mide la zona de color azul
(oscuro). Parece claro que si tomamos una particién suficientemente nutrida de puntos podemos
conseguir que estas zonas sean muy pequenas, de forma que tanto la suma superior como la inferior
sean arbitrariamente préximas al drea A.

Definicién 6.1.3. Dada f acotada en [a,b], se define su integral inferior en [a,b] como

b
/ f = sup{S(f. P); P e P(a.b)},

y su integral superior en |a,b] como

T b
/f:inf{S(f,P); P e P(a b))

Notemos que, como consecuencia de la observacién previa, la integral inferior y la superior son
valores reales perfectamente definidos para cualquier funcion acotada en un intervalo cerrado y
acotado. No es dificil adivinar que la integral inferior es siempre menor o igual que la superior,
pero la demostracién de este hecho es menos trivial de lo que parece a simple vista. Para probarlo,
necesitaremos un estudio mas detallado de las sumas de Darboux, que posponemos al apartado
siguiente.
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Definicién 6.1.4. Una funcion f acotada en [a,b] es integrable- Riemann en [a,b] (en el sentido
de Darbouz), o simplemente integrable, si se cumple que

[l

En tal caso, al valor comin de dichas integrales se le llama la integral (de Riemann) de f en
b
[a,b], y se escm’be/ f.

b
A veces es comodo escribir la integral como / f(z)dz, expresando la funcién mediante su

a
valor f(z) en la variable x. En tal caso, es indiferente la letra empleada: el mismo significado tiene

b b b
/ f(y)dy, / f(2)dz, / f(t)dt, etc.; todos estos simbolos representan la integral de la funcién
faen el intervalo [a, b]. ‘

Ejemplos. (1) Integral de una funcion constante. Si f(z) = c para todo z € [a,b] y P es la
particién trivial {a,b} resulta que S(f, P) = ¢(b — a) = S(f, P). Se comprueba facilmente que lo
mismo sucede para cualquier otra particion, asi que la integral superior y la inferior coinciden con

¢(b—a). Es decir,
b
/ cdz = c(b—a).

(2) Integral de la funcion identidad. Si f(z) = = para todo x € [a, ], su integral superior y su
inferior coinciden con % (b? — a?). Es decir,

b 1
/ rdr = §(b2 —a?).

La comprobacion de este resultado a partir de la definicién de integral requiere mas esfuerzo del
que cabe suponer (véanse en [BARTLE-SHERBERT, p. 257—258] los célculos para a =0, b = 1).

(3) Integral de la funcién cuadrado. Si f(x) = 2% para todo = € [a,b], su integral superior y
su inferior coinciden con £(b* — a?). Es decir,

b 1
/ 2t dr = 5(63 —a®).

La obtencién de esta formula es sorprendentemente complicada. Los detalles del calculo pueden
verse en [Ross, p. 186] o [BARTLE-SHERBERT, p. 258].

Este ejemplo y el anterior ponen de manifiesto la necesidad de hallar procedimientos indirectos

de calculo que permitan evaluar comodamente al menos integrales de funciones tan sencillas como
estas. Veremos algunos méas adelante.
(4) Hay funciones acotadas que no son integrables. Sea f: [0,1] — R la dada por f(x) =1
siz € Qy f(z) =0siz ¢ Q (funcién de Dirichlet). Por la densidad de los racionales y de los
irracionales, en cualquier intervalo [x;_1,x;], asociado a cualquier particién P, f toma los valores 0
y 1, luego resulta que S(f, P) = 1y S(f, P) = 0. Por lo tanto la integral inferior vale 0 y la integral
superior vale 1. jLa funcién de Dirichlet no es integrable-Riemann!

Nota (;la integral es el area?). Dada una funcién f acotada y no negativa, ya hemos visto que
S(f, P) < A < S(f, P) para cada particién P, si A es el drea de la regiéon que limita la gréfica de
f. Por tanto A es una cota superior del conjunto de las sumas inferiores y una cota inferior del
conjunto de las sumas superiores, y entonces

A;SAélv
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b
Si f es integrable los dos extremos de las desigualdades anteriores coinciden con / f,asi que A
a

L?wwm

Pero hay que senalar un matiz importante: mientras que la integral es un concepto que hemos
definido rigurosamente, nos hemos valido de una nocién intuitiva e “ingenua” de la medida de areas.

es igual a la integral de f.

6.1.2. Propiedades basicas de las sumas de Darboux

Lema 6.1.5. Sea f una funcion acotada en un intervalo cerrado y acotado [a,b]. Si P y Q son
particiones de [a,b] y P C Q (se dice en tal caso que Q) es més fina que P), entonces

S(f,P) <S(f,Q) <S(f,Q) <S(f,P),

Yy en CONSECUEencLa

S(f,Q) - S(f,Q) < S(f,P) - S(f,P).

Demostracion. Basta probarlo en el caso en que () tiene un elemento mas que P; para el caso
general basta reiterar el razonamiento, anadiendo en cada paso un punto nuevo hasta obtener Q.
Ponemos entonces @ = PU{c}, con P = {a = 29p < 21 < 29 < ... < Tp_1 < zp, = b} ¥y
Q=a=x20<...<x)p1 <c<z <...<mxy=> Setrata de probar que S(f,P) < S(f,Q) vy
S(/,Q) < S(/. P).

Sean m; los infimos correspondientes a la particién P y sean g = inf{f(x);x € [zp_1,]},
ag = inf{f(z);z € [c, zx]}. Entonces, my < oy, my < as.

Por lo tanto,

S(f,Q) —S(f, P) = ai(c — xx—1) + ao(xf — ¢) — mp(xp — Tp—1)
> my(c— xp—1 +xp — ¢) — mg(xp — x—1) = 0.

Anélogamente, sean M; los supremos correspondientes a Py sean 51 = sup{f(x);z € [zp_1,c|} ¥y
52 = 5up{f(:6),:n € [C,l‘k]}. Entonces, My > ﬁl’ My, > B2 y

S(f,Q) —S(f, P) = Bi(c — 1) + Bo(zp — ¢) — Mp(x), — 211) < O. O
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Lema 6.1.6. Sea f una funcion acotada en un intervalo cerrado y acotado [a,b]. Si P y Q son
particiones cualesquiera de [a,b], entonces

S(f,P) <S(f,Q).

Demostracion. Por el lema anterior, si tomamos P U @ € P([a,b]) entonces

S(f,P) <S(f,PUQ) <S(f,PUQ) <S(f,Q);
la primera desigualdad se da porque P C PUQ, y la tercera porque Q C PU Q. O

Teorema 6.1.7. Si f es una funcion acotada en [a,b], entonces su integral inferior es siempre
menor o igual que su integral superior:
b b
[r=]1
Ja_ a

Demostracion. Segun el lema anterior si ) es una particién cualquiera de [a, b],

b
/ f = sup{S(f.P); P e P(la.b))} <5(/.Q).

Por lo tanto,

b B b
/fSMSU@xQemmmnsz 0

6.1.3. Existencia de la integral: condicion de Riemann. Integrabilidad de las
funciones monétonas y de las funciones continuas

“Al abordar la integral de Riemann uno se enfrenta a dos cuestiones. Primero, para una funcién
acotada en un intervalo, se encuentra la cuestion de la existencia de la integral. Segundo, cuando
se sabe que existe la integral, surge entonces el problema de evaluarla” ([BARTLE-SHERBERT, p. 259]).

Para ver si una funcién es integrable, jes preciso considerar todas las sumas de Darboux y
calcular la integral superior e inferior? Por suerte, en el siguiente teorema vamos a demostrar que
no es necesario: basta probar que hay particiones cuyas sumas de Darboux estan suficientemente
préximas. Este resultado servira ademaés para deducir que las funciones continuas y las monétonas
son integrables.

Teorema 6.1.8 (condicién de integrabilidad de Riemann). Una funcion f acotada en [a,b]
es integrable en dicho intervalo si y sélo si para cada € > 0 eziste una particion P = P. de [a,b] tal
que

§(f,P)—§(f,P) <eE&.



104 CAPITULO 6. LA INTEGRAL DE RIEMANN

b
Demostracion. Supongamos primero que f es integrable. Como / f es el supremo de las sumas
a
b
inferiores y el infimo de las sumas superiores, para £ > 0 resulta que ni / f —¢&/2 es cota superior
a

b
de las primeras ni / f +¢€/2 es cota inferior de las segundas, asi que existen dos particiones P; y
a

P, tales que
b b
[r-e<sun. SRy < [ fee

SIP:PIUPQ entoncesﬁ(f,Pl) Si(f,P)yg(f,P) Sg(f)PQ)a luego

b b
/f—e/2<s<f,P>, s<f,P></ f+ef2

y por tanto S(f, P) — S(f, P) < ¢.
Reciprocamente, si esto asi para alguna P entonces

e b
/fSS<f,P><s<f,P>+es/f+e,

luego 0 < f:f — f;f < g,y si esto es asf para todo € > 0 entonces f;f — fabf =0. O

Definicién 6.1.9. Dada una particion P € P([a,b]), sunorma || P|| es el mdzimo de {x;—x;_1;1 =
1,...,n}.

La norma de una particién es la mayor distancia entre dos puntos consecutivos de la misma.
Gréficamente, se trata de la anchura maxima de los intervalos parciales [z;_1,x;]; controla la ‘hol-
gura’ de la particion, de modo que cuanto menor sea, mas ‘tupida’ es la particién, sus puntos estan
menos dispersos.

Observacién. Podemos tomar particiones de norma arbitrariamente pequena: para conseguir que
la norma sea menor que un § > 0 prefijado, basta elegir un n tal que h = b_T“ < 0 y tomar

P={a,a+ h,a+2h,a+ 3h,...,a+nh=>b}.

Teorema 6.1.10 (integrabilidad de las funciones mondétonas). Toda funcién mondtona en
un intervalo [a,b] es integrable.

Demostracion. Supongamos que f es una funcién no decreciente en [a, b]. Entonces f estd acotada
(inferiormente por f(a), superiormente por f(b)).
Dada P={a=29p<z1 <22<...<xp_1 <z =0}, la monotonia dice que, para cada 1,

M; = sup{f(z); = € [z—1, 7]} = f(2:);
m; = inf{f(z); @ € [wi—1, m]} = f(zim1).
Por lo tanto,

n n

S(f,P) =S(f,P) =Y (M; —mi)(wi — wi1) = Y _(f(zi) = f(wi1))(@i — xim1)

i=1 =1

<[P (f(@:) = fwir)) = | PII(f(b) = f(a)).
=1
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=

o

Ahora, dado € > 0 basta tomar una particién P de modo que || P||(f(b) — f(a)) < € para probar
que se cumple la condicién de integrabilidad de Riemann.
Si f es no creciente la demostracion es andloga. O

Notemos que la idea esencial de la demostracién es que, gracias a la monotonia de f, en cada
subintervalo [z;_1, ;] podemos controlar la oscilacién de sus valores (el tamano de M; — m;) a
través del tamano de la norma de la particion. Esta misma idea es adaptable al caso de que f sea
continua, debido a que f es entonces uniformemente continua.

Teorema 6.1.11 (integrabilidad de las funciones continuas). Toda funcidn continua en un
intervalo [a,b] es integrable.

Demostracion. Sea f continua en [a,b]. Notemos que f es acotada por ser continua en el intervalo
cerrado y acotado [a, b, asi que tiene sentido considerar su integrabilidad. Ademds, el teorema de
Heine dice que es uniformemente continua en [a, b]. Dado £ > 0, existe por tanto un valor § > 0 tal
que |f(x) — f(y)| < 3=, para cualesquiera z, y € [a, b] tales que |z — y| < 6.

Sea P una particién tal que ||P|| <0, P={a=a0<z1 <22 < ... < Tp_1 < xy = b}. Si M;
y m; son los correspondientes supremos e infimos en cada [z;_1,;], por el teorema de Weierstrass
podemos elegir r;, s; en dicho intervalo con M; = f(r;) y m; = f(s;). Entonces |r; —s;| < z;j—x-1 <
5, asi que £(ri) — f(s5) < 5o ¥

S(f,P)=S(f,P)=> M(x;—xi1) = > mi(xi — zi1)
i=1 i=1

= (M —mi) (@i — xim1) = Y (f(ri) = fs) (i — wim1)
i=1 i=1

€ €
i~ Ti—1) = b—a)=c.
<b—a;(m Ti—1) b—a< a)=¢
Por el criterio de integrabilidad, f es integrable. O

Pero hay funciones integrables que no son mondtonas ni continuas. El siguiente resultado pro-
porciona ejemplos sencillos.

Proposicién 6.1.12. Sea f : [a,b] — R una funcién acotada. Si f integrable en cada intervalo
[c,b], con a < ¢ < b, entonces es integrable en [a,b].

Demostracion. Sea B > 0 una cota de |f| en [a,b]. Dado £ > 0, tomemos ¢ € (a,b) de manera que
c—a < g5. Como f es integrable en [c, b], en virtud de la condicién de Riemann se puede encontrar
una particién P’ del intervalo [c,b] tal que S(f, P?) — S(f, P?) < 5. Afiadiendo el punto a a la
particién anterior obtenemos una particiéon P de [a, b] para la que

S(f,P) —S(f,P) =sup f(la,d]) - (c — a) + S(f, PY) — inf f([a,c]) - (c — a) — S(f, P?)
<B-(c—a)+S(f,P})+B-(c—a)—S(f, P

e e €
9B (c—a)+ o<t s=
< (c a)+2<2—|—2 g,
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y en consecuencia f es integrable en [a, b]. O

Ejemplo. La funcién f : [0,1] — R definida mediante f(0) =1y
1 .
f(x) =sen— si0<z<1
x

es integrable-Riemann en [0, 1]. En efecto, claramente estd acotada y ademds es integrable en cada
intervalo [c, 1], con 0 < ¢ < 1, porque es continua en [c, 1].
Este es un ejemplo interesante de una funcién integrable que no es continua ni mondétona.

Comentario: discontinuidades de las funciones integrables-Riemann (condicién
de integrabilidad de Lebesgue)

Las funciones continuas son integrables, aunque no todas las funciones integrables son continuas:
valen de ejemplo las funciones mondtonas con discontinuidades. Pero las funciones integrables no
pueden tener “demasiadas” discontinuidades, segiin demostré Lebesgue. Concretamente:

Teorema 6.1.13. Una funcion f acotada en [a,b] es integrable si y sdlo si para cada € > 0 se
n
puede encontrar una sucesion (Jy,) de intervalos tal que lim E long Ji, < € y el conjunto de puntos
n

k=1
de [a,b] en los que f es discontinua estd contenido en Uy J,,.

Cuando se conozca la medida de Lebesgue, se vera que esto significa que el conjunto de puntos
de discontinuidad de f es de medida nula. Los conjuntos finitos quedan dentro de esta categoria;
también los conjuntos numerables, es decir, los conjuntos infinitos que pueden escribirse en forma
de sucesién, como N, Z o Q.

6.1.4. Sumas de Riemann. Definicién de integrabilidad de Riemann: compara-
cion con la de Darboux

El control de las oscilaciones de f a través de la norma de la particion que hemos visto para
funciones mondétonas o continuas puede llevarse a cabo para cualquier funcién integrable:

Teorema 6.1.14. Una funcién f acotada en [a,b] es integrable si y sélo si para cada € > 0 existe
un 0 > 0 tal que para toda particion P de [a, b

IP|| < o implica S(f,P) —S(f,P) <e.

Demostracién. Supongamos que f es integrable. Fijado & > 0, sea Py € P([a,b]) tal que S(f, Py) —
S(f, Po) < €/2, pongamos que Py tiene n puntos y sea K > 0 tal que |f(z)] < K para todo
x € |a,b)].

Sea P una particién de [a, b],

P={a=ty<ti1 <...<tpm-1 <tm=>b}

y tomemos Q = Py U P. Como méaximo, ) tiene n — 2 puntos més que P, los de Py \ {a,b}.
Supongamos que fuese QQ = P U {c}, con t;_1 < ¢ < t;. Entonces serfa

§(f, P) —g(f, Q) = Mj(tj — tj_l) — Oq(C — tj_l) - OéQ(tj — C)

donde M, o y ag son los supremos de los valores de f en [tj_1,t;], [tj—1,c] y [c, t;] respectivamente.
Como |M;| < K, |oq] < K, |ag| < Ky 0 <t; —tj_1 <|P|, deducimos que

S(f.P) = S(f,Q) < K(tj —tj—1) + K(c —tj_1) + K(t; — ¢) < 2K||P|.
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Reiterando lo anterior (anadiendo cada vez un punto hasta obtener @) es facil ver que en general
tendremos

S(f, P) =S(f,Q) <2(n = 2)K|[|P|| < 2nK]| P,
y analogamente se ve que

S(f,Q) = S(f, P) < 2nK||P]|.

También tenemos que S(f, Q) — S(f, Q) < €/2, porque @ es més fina que FPy. Por lo tanto,

S(f,P) <S(f,Q) +2nK||P|
<S(f,Q) +¢/2+2nK|P|
< S(f, P)+¢/2 +4nK|P|.

Ahora basta tomar § = g5 v si [|P|| < 6, entonces S(f, P) — S(f,P) <e.
El reciproco es consecuencia directa de la condicién de integrabilidad. O

Definicién 6.1.15. Dada una particion P = {a = g < 1 < 29 < ... < Tp_1 < T, = b} y una
funcion f definida en [a,b], para cada eleccion de valores s; € [x;—1,x;] se dice que

= f(si)(wi — mi-1)
=1

es una suma de Riemann de f asociada a P.

Provisionalmente, diremos que f es R-integrable o integrable segun la definicion de Rie-
mann en [a,b] si existe un nimero real R tal que, dado € > 0 arbitrario, se puede encontrar un
d > 0 de manera que

IS—R|<e

para cualquier suma de Riemann S de f asociada a una particion P de norma || P|| < §. Cuando esto
suceda, diremos que R es la R-integral de f en [a,b], y pondremos (provisionalmente) R R / f-
a

Observacién. Dado que m; < f(s;) < M; para cada i, cualquier suma de Riemann asociada a P
de una funcién acotada f cumple que

S(f,P) <S <S(f,P).

Teorema 6.1.16. Una funcion acotada en un intervalo [a,b] es integrable con la definicién de
Riemann si y solo si lo es con la de Darbouz, y en su caso los valores de las integrales coinciden.

Demostracion. Sea f integrable con la definicién de Darboux y sea € > 0. Por la proposicién
anterior existe d tal que S(f, P) — S(f, P) < & siempre que || P|| < J; si S es una suma de Riemann

asociada a P entonces S(f, P) < S < S(f, P), y como también S(f, P) < f: f < S(f, P) concluimos

que la distancia entre Sy ff f es menor que . Es decir, cualquier suma de Riemann S asociada a
una particion P € P([a,b]) con ||P|| < ¢ cumple que

s [4]<-=

b
Por lo tanto, f es integrable en [a, b] segtin la definicién de Riemann, con integral igual a / f.
a

Para probar el reciproco, supongamos que f es integrable segiin la definicién de Riemann en
[a, b], con integral R. Dado € > 0, si § es como en la definicién anterior y P = {a = zp < 21 <
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T2 < ...<xp_1 < xp=>},||P| <0, podemos tomar s; € [x;_1,x;] de manera que f(s;) > M; — ¢
(1 <i <mn). La correspondiente suma de Riemann S verifica simultdneamente

S>S(f,P)—¢c(b—a), IS —R|<e.
Entonces,

e
/fgS(f,P)§S+e(b—a)<72+a+s(b—a),

De manera analoga se prueba que f;f > R, por lo cual fabf = fabf = R, f es integrable en el

/abf:R. 0

Conclusién. A la vista de lo que acabamos de probar, resulta innecesaria la distincién entre la
integrabilidad y la integracion “segtn la definicion de Darboux” o “segin la definicién de Riemann”:
ambas integrales se aplican exactamente a las mismas funciones y dan el mismo resultado numérico.

y como € es arbitrario,

sentido de Darboux y

Corolario 6.1.17. Sea f una funcion integrable en [a,b], (P,) una sucesion de particiones de [a, b]
tal que lim || P,|| = 0. Si para cada n se considera una suma de Riemann S, correspondiente a la
n

b
im S, = / 1.

1 ¢ L
Ejemplo. Para toda funcién f integrable en [0,1], lim — Zf <k> = / f.
n nkzl n 0

particion P, y a la funcion f, entonces

6.2. Propiedades basicas de la integral de Riemann

6.2.1. Operaciones con funciones integrables

Empezaremos probando la linealidad de la integral. Para ello nos conviene observar antes
lo siguiente:

Lema 6.2.1. Sea A un conjunto acotado y no vacio de numeros reales. Entonces:
(a) sup(—A) = —inf A; inf(—A) = —sup A.

(b) Para todo o > 0 se cumple que sup(aA) = asup A, inf(aA) = ainf A.

(c) sup A —inf A = sup{|z — y|; =,y € A}.

Demostracion. (a) Siy =inf Ay x € A resulta que —z < —y, luego —y es cota superior de —A,
y por tanto sup(—A) < —inf A. Si s = sup(—A), dado = € A tenemos que —z < s, es decir
que —s < z, luego —s es una cota inferior de A y entonces —sup(—A) < inf A, 0 sea —inf A <
sup(—A). Ya tenemos que sup(—A) = —inf A, y entonces sup A = sup(—(—A4)) = —inf(—A), luego
inf(—A) = —sup A.

(b) Si s = sup A, dado z € A tenemos que axr < as, luego as es una cota superior de aA;
por tanto sup(aAd) < asup A. Por la misma razén tenemos que sup A = sup éaA < ésup(aA),
y entonces asup A < sup(aA). Por tanto sup(aA) = asup A. Por (a) tenemos entonces que
ainf A = —asup(—A) = —sup(—aA) = inf(aA).

(c) Recordemos que, dados dos conjuntos acotados Ay B, sup(A+B) = sup A+sup B. Notemos que
el conjunto {|z—yl|; =,y € A} es la interseccién con [0, 4+00) de {z—y; z,y € A} = A+(—A), luego
su supremo es igual al de este, y por (a) sup(A+ (—A)) =sup A +sup(—A) =supA —inf A. O
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Teorema 6.2.2. Sean f y g funciones integrables en [a,b] y sea o un nimero real. Entonces

(a) af es mtegmbley/ (af) —a/ f.
(b) f+g esmtegmbley/ (f+g) = /f+/

Demostracion. (a) Notemos primero que f es acotada, y entonces o f también lo es.
Si a = 0 el resultado es inmediato. Si @ > 0, para cada particién P de [a, b] se obtiene, usando la
parte (b) del lema anterior, que S(af, P) = aS(f, P) y S(af, P) = aS(f, P). Por la misma razén,

se deduce que
[ar=a[1=a[s
/abafza/abfza/abf,

b
luego af es integrable y / (af) =« f
Para ver que —f es integrable (a = —1) utilizamos la parte (a) del lema: resulta que, para

cualquler P7 S( f7 ) = _g(.ﬂ ) 7( f7 ) = _g(fa P)v luego

fon=-fo=-[n [en=fo-[¢

Por ltimo, si a es cualquier valor negativo lo reducimos a los casos anteriores: af = —|aff es

integrable, con integral igual a
b b b
- [ el ==lal [ 7=a [+

(b) Notemos primero que f + g estd acotada, porque f y g lo estdn. Dado A C [a,b], para cada
t € A tenemos que

f(t) +g(t) <sup{f(z); = € A} +sup{g(x); = € A},

luego
sup{f(t) +g(t); t € A} <sup{f(t); t € A} +sup{g(t); t € A}

y andlogamente
inf{f(t); t € A} +inf{g(t); t € A} <inf{f(t) +g(t); t € A}.

Cuando tomamos como A los subintervalos [z;_1, x;] que define una particién P € P([a, b]), se sigue
que

S(f+g,P) < :
(9, P) <S(f+g,P).

Dado € > 0, podemos tomar dos particiones P; y P» tales que S(f, P1) —S(f, P1) <¢/2y S(g, P2) —

S(g, ;) < /2. Si P = P, U Py, también S(f, P) — S(f,P) <¢/2y S(g,P) —S(g9,P) <¢/2,y lo



110 CAPITULO 6. LA INTEGRAL DE RIEMANN

anterior dice que S(f +g, P) —S(f +g, P) < . Por el criterio de integrabilidad, f + g es integrable.
Ademads tenemos que

/f+/ —e—/f—s/2+/ —¢/2<S(f,P) +S(g, P)

<S(f+g, >_/<f+g>ss<f+g,P>

S(/,P)+8(g, P /f+5/2+/g+5/2

Z/abf—l-/a g+e.

Es decir, para cualquier€>0resulta que fff+ffg—6<ff(f+g) <fff+f;g+8,yentonces
LU+ =1+ 9 0

Nota. El teorema que acabamos de probar dice que el conjunto R([a,b]) formado por todas las
funciones integrables en [a, b] es un espacio vectorial, y que la aplicacién R(]a,b]) — R dada por

fr f;f es lineal.
El siguiente resultado expresa la monotonia de la integral:

Teorema 6.2.3. Sean f y g funciones integrables en [a,b] tales que

f(z) <g(x) paracada z € [a,b].

/abfé/abg

Demostracion. Si f < g tenemos que 0 < g — f, y es inmediato comprobar que S(g — f, P) > 0
para cualquier particién P del intervalo [a,b]. Como ademds g — f es integrable, se deduce que

OSS(g—f,P)S/ab(g—f)z/:g—/abf. =

Nota. En particular, si h es integrable en [a,b] y h > 0, entonces

b
/hz().

Aunque no es tan sencillo de demostrar, también se da la monotonia estricta: si h es integrable
en [a,b] y h(x) > 0 para todo = € [a, b], entonces fab h > 0. Como consecuencia, si dos funciones f y

Entonces

g son integrables y se cumple que f(z) < g(z) en todo z € [a, b], podemos asegurar que f; f< f; g.

Teorema 6.2.4. Si f es integrable en [a,b], entonces |f| es integrable en [a,b] y

/abf]s/:m-

Demostracion. Como f es integrable, estd acotada. Y por lo tanto, la funcién |f| también estd aco-
tada. Dada una particion

P={a=xy<z1<29<...<Zp_1 <2p =b} €P(a,b])
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tenemos que

n

S(f,P) =8(f,P) =Y _(M; — m;)(wi — wi-1),

=1
n

§(|f’7P) —S(|f,P) = Z(Mz/ - m;)(xz - Ti-1),

i=1
donde, usando la parte (c¢) del lema,
M; —m; =sup{f(t); t € [i—1, 2]} —Inf{f(t); t € [wi1, 2]} = sup{[f(t) — f(s)]; st € [wi—1,wi]}

para cada i. Andlogamente,

M —mi = sup{[|f(t)] — |f(s)]

Como para cada t y s la desigualdad triangular inversa dice que Hf(t)] - |f(s)\L§ lf(t) — f(s)],
resulta que M/ —m) < M; —m; para cada i, y por tanto que S(|f|, P)—S(|f|, P) < S(f,P)—S(f,P)
para toda P. Por el criterio de integrabilidad resulta que si f integrable también lo es |f].

;S tE i1, 2]}

Ahora, como f < |f| y —f < |f|, por los teoremas previos tenemos que f;f < f;|f| y

J2=f) == [P F < [P1F], luego

\/abf}=méx{/abf7—/abf}s/ab\f|. m

En cierto sentido, este resultado puede verse como una generalizacion de la desigualdad trian-
gular, cambiando sumas por integrales. Pronto iremos comprobando que es tan til como la propia
desigualdad triangular.

Corolario 6.2.5. Sean f y g funciones integrables en [a,b]. Entonces las funciones max(f,g),
min(f, g) son también integrables en [a,b].

Demostracion. Basta tener en cuenta que
méx{(x), g(2)} = 5 [ £(2) +9(e) + | 7(@) ~ 9(@)]]
min{ f(), 9(x)) = 5 [£(2) + g(x) ~ 17(@) ~ 9(a)]. =

Teorema 6.2.6. Sean [ y g funciones integrables en [a,b]. Entonces
(a) f? es integrable en [a,b];
(b) la funcién producto fg es integrable en [a,b).

Demostracion. (a) f esta acotada, asi que existe K > 0 tal que |f(z)| < K para todo x € [a,b].
Entonces 0 < f(z)? < K? para todo z, luego f? también estd acotada. Dado € > 0, sea P € P(I)
tal que S(f,P) —S(f,P) < 3%.SiP={a =120 < 21 <22 < ... < &p_1 < &, = b}, entonces,
como en el teorema anterior, resulta que S(f, P) — S(f, P) = >, ri(z; — 2;—1), donde

ri = sup{|f(t) — f(s)]; s,t € [wi-1, @]},
y andlogamente S(f2, P) — S(f2,P) = 3, 7(z; — 2;_1), donde
ri = sup{|f2(t) = f*(s)]; st € [wi1, 2]},
Como para cada s y ¢ tenemos que
1£2() = f2() =1 (&) + f(s)] - [£(8) = ()] < (F D1+ |FS)DIFE) = £(5)]
<2K[f(t) — f(s)],
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resulta que r; < 2Kr; para cada i, y por tanto que S(f?, P)—S(f?, P) < 2K(§(f, P)-S(f, P)) <e,
y asi vemos que f? es integrable, por el criterio de integrabilidad.
(b) Por el apartado (a), son integrables tanto f? como ¢ y (f + g)? (va que f + g es integrable).

Pero )
fa==((f+9)° - > —g°),

y asi vemos que fg es integrable. O

O |

Observacién. Los dos ultimos teoremas no admiten reciproco: una funciéon f puede ser no inte-
grable pese a que |f|y f-f = f? si lo sean. Como ejemplo podemos tomar, en I = [0, 1], la funcién
dada por f(x) =1siz € Qy f(r) = —1si z ¢ Q, de forma que f? = |f| = 1.

6.2.2. Integracién en subintervalos

Teorema 6.2.7. Sea f una funcién definida en un intervalo cerrado y acotado [a,b]. Dado ¢ € [a, b],
son equivalentes:

(a) f es integrable en |a,b];

(b) f es integrable en [a,c] y en [c,b].

Ademds, cuando f es integrable en [a,b] se tiene

(c) /abf—/acf+/cbf-

(b) = (a). Como f es integrable en [a,c] y en [c,b], en particular f estd acotada en [a,c] y en
[c, b]: en consecuencia, f estd acotada en [a, b].

Asi mismo, usando la condicién de Riemann, la integrabilidad de f garantiza que para todo
£ > 0 existen una particién P¢ de [a, c] y una particién P? de [c, b] tales que

§(f7P§)_§(f7P;)< §(f,Pé’)—§(f7PCb)<

5 £
2’ 2

Considerando ahora la particién P? de [a,b] obtenida al tomar todos los puntos de P¢ y los de P?,
se sigue directamente aplicando la definicién que

S(f,PY) =S(f,PS) +S(f, PY),  S(f,P) =S(f,P) +S(f, P),

luego

b c b
| F<SUP =S + S <SP+ 548U D45 < [ fa [ 1],

/abf</acf+/cbf+€

para cualquier € > 0. De aqui se obtiene que

/abfé/:er/cbf.

Es decir,

Anidlogamente,

b c b
| F=SU P =S R + S > S - S48 5= [ £S5+ [ -5,
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/abf>/:f+/cbf—e

para cualquier € > 0. De ahi se deduce que

/abfz/acﬂfcbf.
/abfz/abfz/:ﬂ/cbf,

lo que nos dice que f es integrable en [a, b] con
b c b
RS RAT K

(a) = (b) Si f es integrable en [a, b], para cada e > 0 existird una particion Q% del intervalo [a, b]
tal que

Es decir,

Como Tff > fff, resulta

§(fa QZ) _g(,ﬂ QZ) < E.

Sea P? la particién de [a,b] obtenida al afiadir a Q% el punto ¢ (si es que no figura ya en Q%), y
descompongamos P? en sendas particiones PS¢y P? de [a, c] y de [c, b], respectivamente. Se tiene

S(f,PS) —S(f,PS) +S(f,PY) —S(f,PY) =S(f,PY) — S(f. PY) <S(f.Q%) — S(f,Q%) < e,

y como S(f, PS) — S(f, PS) v S(f, P?) — S(f, P?) son no negativos, cada uno de ellos serd menor o
igual que su suma, por lo que

S(f.F)) —S(f.F5) <= S(/,F)=S(f.F) <e,
y por consiguiente f es integrable en [a,c] y en [c, b]. O

Corolario 6.2.8. Sea f: [a,b] — R acotada, y sean a = cy < ¢; < cag < ... < ¢, = b. Se cumple
que f es integrable en [a,b] si y sdlo silo es en [ci—1,¢)| para cadai=1,...,n, y en tal caso

b n ¢
Lr=%].

Demostracion. Aplicar induccién sobre n y el teorema anterior. O

El siguiente resultado permite ampliar ligeramente la nocién de integral y dar ejemplos adicio-
nales de funciones integrables.

Lema 6.2.9. Sean f y g dos funciones definidas en un intervalo cerrado y acotado [a,b] que
coinciden excepto posiblemente en a y b, es decir, tales que

f(z) = g(z) para todo = € (a,b).

Entonces f es integrable en [a,b] si y sdlo silo es g. Si son integrables,

[ [
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Demostracion. Basta probar que la funcién h = f — g es una funcién integrable en [a, b] con integral
nula. Ahora bien: h se anula en (a,b), por lo que para cada particion P = {tg = a < t; < --- <
tn—1 < t, = b} serd

S(h, P) = méx{h(a),0} - (t1 — a) + max{h(b),0} - (b—t,_1) >0,
S(h, P) = min{h(a),0} - (t; — a) + min{h(b),0} - (b — t,—1) < 0.
Dado £ > 0, tomemos B > méx{|h(a)|,|h(b)|} y P- de manera que
H—a<——=, bty 1<o-=
SERNY: 3 1< 35
Resulta
5
— — > — —B— = —
/ <BQB+B /h S(h, P.) > B BQB g,

luego f;h <0< f;h. Por lo tanto, f;h = fabh = 0, es decir, h es integrable en [a, ] con integral
nula. o o ]

Corolario 6.2.10. Sea g una funcion integrable en [a,b], y sea f una funcién igual a g excepto en
un conjunto finito de puntos de [a,b]. Entonces f es integrable, y f:f = f;g.

Demostracion. Por induccién sobre el niimero de puntos, con ayuda del lema. O

Definicion 6.2.11. Funciones mondtonas a trozos y funciones continuas a trozos. Una
funcién f: [a,b] — R se dice continua a trozos si eriste una particion a =ty < t; <te < ...<
th—1 < tn, = b tal que [ es continua en cada intervalo (t;—1,t;) y existen y son reales los limites
laterales en cada t;.

Una funcion f: [a,b] — R se dice mondtona a trozos si existe una particion a = tg < t1 <
to < ...<tp_1 <tp,=">tal que f es mondtona (de cualquier clase) en cada intervalo (t;—1,t;).

Por ejemplo, la funcién siguiente no es continua ni mondtona, pero si continua a trozos y
mondtona a trozos.

Teorema 6.2.12. Si f es un funcion continua a trozos o una funcion acotada y mondtona a trozos
en |a,b], entonces f es integrable en [a,b).

Demostracion. Si f es continua a trozos y t; son como en la definicién, para cada ¢ existe una exten-
sién continua (y por tanto integrable) de f ’ (b1 ) al intervalo [t;_1,t;]. Esta extension es integrable
en el intervalo [t;_1,%;], por ser continua, y coincide con f en (t;—1,t;), luego f es integrable en
[ti—1,t;], por el lema Por el corolario como lo anterior es cierto para cadai=1,...,n
resulta que f es integrable en [a, b].

Si f es mondtona a trozos y acotada y t; son como en la definicién, entonces existen y son
reales los limites laterales en cada t¢;. La demostracién sigue de manera analoga a la de funciones
continuas a trozos. O
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No obstante, hay funciones que son integrables en un intervalo [a, b] y no son continuas a trozos
ni monétonas a trozos. Un ejemplo es la funcién definida en [0, 1] mediante

f(:c):{l’ 1 sixz =0,

sen_, si0<z<1,
que vimos que era integrable en [0, 1].

6.2.3. Teoremas de la media (o del valor medio) del célculo integral

Teorema 6.2.13. Sea f una funcion integrable en el intervalo cerrado y acotado [a,b] y sean m,
M tales que para todo x € [a,b] se cumpla

m < f(x) < M.

1 b
b_a/af7

denominado promedio integral de f en [a,b], estd en [m, M], es decir

Entonces el nimero

1 b
weit ren
b—a J,

Demostracion. Puesto que m < f < M, por la monotonia de la integral

m(b—a):/abm</abf</abM:M(b—a),

y como b — a > 0, podemos dividir para obtener

1 b
mgfng. O
b—a J,

Cuando f es continua en [a, b], su promedio integral estd en el rango de valores de f:

Corolario 6.2.14. Sea f una funcion continua (y por tanto integrable) en el intervalo cerrado y
acotado [a,b]. Existe entonces al menos un punto xg € [a,b] tal que

b
i [ F= ).

Demostracion. Por el teorema de Weierstrass el conjunto {f(x); x € [a, b]} tiene minimo y méximo,
a los que llamamos m y M respectivamente. Se cumple asi que

m(ba):/abmg/abfg/abM:M(ba).

1 b
< [r<m
b—a J,

Por el teorema de los valores intermedios (o de Darboux), existe xy € [a, b] en el que f toma dicho

Es decir,

m

valor entre m y M, y asi f(iUO):ﬁf;f' -
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Ejemplo. Sea 1 < a < b. Para cada z € [a, ],

<$+\/§_\/§+1_ 2 2

AR A RV Y

Por lo tanto,

1 (ot x 2
r < _

o T—AZ Va—1

En algunas ocasiones, no es necesario calcular el valor exacto de una integral, sino que basta con

estimaciones aproximadas. Por ejemplo, las desigualdades anteriores bastan para probar que

a+1
1m‘/ TENVT
a—too [, x—\/x

El teorema de la media (versién ‘integrando continuo’) puede mirarse como una lectura inversa
del teorema del valor medio del cdlculo diferencial (teorema de los incrementos finitos). De hecho,
otra demostracién del corolario consiste en aplicar el teorema del valor medio a la funcién F' :
[a,b] — R dada por F(z) = [” f, que es derivable con F'(z) = f(z) (segin probaremos en el
siguiente apartado).

1<
“b—a

Teorema 6.2.15. Sea f una funcion integrable en el intervalo cerrado y acotado [a,b], sea g una
funcién no negativa integrable en el intervalo cerrado y acotado [a,b] y sean m, M tales que para
todo x € [a,b] se cumple

m < f(z) < M.

/abfgzu/abg

(el nimero 1 es una especie de “promedio ponderado” de f respecto a la “densidad de masa” g).

Entonces existe u € [m, M| tal que

Demostracion. Puesto que g > 0, se verifica
mg < fg < Myg.

Todas estas funciones son integrables, luego podemos poner

b b b
m/gﬁ/fgSM/g-
a a a

Si f;g = 0, cualquier u € [m, M| cumple la igualdad del enunciado. Si f;g # 0, entonces
f;g > 0, y basta tomar como p el cociente entre f; fay f:g. O

Corolario 6.2.16. Sea f una funcion continua (y por tanto integrable) en el intervalo cerrado y
acotado [a,b] y sea g una funcion no negativa integrable en [a,b]. Existe entonces al menos un

punto o € [a,b] tal que
b b
/ fng(wo)/ g-

Demostracion. Similar a la del corolario anterior. O

Proposicién 6.2.17 (segundo teorema de la media del cilculo integral). Sean f y g fun-
ciones integrables en un intervalo cerrado y acotado [a,b].

(a) Sig >0y esno creciente, eriste xo € [a,b] tal que

/abfgzg(w/jof.
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(b) Sig >0y es no decreciente, existe xo € [a,b] tal que

/abfgzg(b)/xzf-

(¢) Si g es mondtona, existe xg € [a,b] tal que

/abfgzg(a)/:oerg(b)/xif.

Demostracion. Ver [GARAY-CUADRA-ALFAROL p. 212]. O

6.3. Teoremas fundamentales del calculo integral

6.3.1. Regla de Barrow (primer teorema fundamental del cdlculo integral)

Teorema 6.3.1 (regla de Barrow). Sea f una funcidn integrable en un intervalo [a,b] y supon-
gamos que eziste otra funcidn g continua en [a,b], derivable en (a,b) y tal que ¢'(x) = f(z) para
todo = € (a,b). Entonces,

b
| =90~ gta)
a
Demostracion. Sea P una particién cualquiera de [a, b],
P={a=2y<z1 <29<...<Zp_1 <mp =0}

Segtn el teorema del valor medio,

9(b) — g(a) = g(zn) — g(xo) = Y (g9(x:) — g(xi-1))

=1

= ZQ’(Cz‘)(JH —xi1) = Zf(ci)(xi — T 1),
i=1 i=1

donde ¢; € (z;—1, ;) para cada i. Puesto que
inf{f(t); t € [wi—1, @]} < fa) < sup{f(t); t € [wi-1, wi]},

se deduce que
S(f, P) < g(b) — g(a) < S(f, P).

Como esto es cierto para cualquier particién P, tomando supremos e infimos resulta que

[r290) o< 1

Pero sabemos que f es integrable, asi que f;f = f:f = f; f. Por lo tanto,

b
/ 7 = g(b) — g(a).
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La regla de Barrow nos dice cémo calcular la integral de una funcién f integrable entre a y b:
si g es continua en [a,b] y es una primitiva de f en (a,b), entonces
b x=b
/ f(z)dz = g(b) — g(a), lo que suele escribirse como g(x)
a

r=a

Ejemplo. La funcién arcsen es continua, luego integrable, en el intervalo [0, 1]. Calculando por
partes una primitiva, encontramos la funcién xarcsenz + /1 — 22, continua en [0, 1] y derivable
claramente en el intervalo [0, 1), con derivada arc sen x en ese intervalo; menos claro es lo que sucede
en el punto 1, pero segun el teorema anterior no necesitamos saberlo para garantizar que

1
/arcsenxdx: 1-arcsen1+\/1—12}—[O-arcsen0+\/1—02]:g—l.
0

Si aplicamos la regla de Barrow para calcular una integral, puede ser conveniente utilizar los
resultados empleados en el cdlculo de primitivas, como el teorema de integraciéon por partes que
acabamos de citar o el teorema de cambio de variable. Ambos tienen su version para integrales.
Vemos primero la de integraciéon por partes:

Teorema 6.3.2 (integracién por partes). Siu y v son funciones continuas en |a,b] derivables
en (a,b) y sus derivadas u' y v' son integrables en [a,b], entonces

/: wv' = u(b)o(b) — u(a)v(a) - /ab ' v.

Demostracién. Notemos que u'v y uv’ son integrables porque lo son ', v’ (estas por hipétesis) y
también u y v (porque son continuas). Entonces también es integrable (uv) = v'v + uv’, y por la
regla de Barrow

/b w’ + /b u'v = /b(uv)’ = u(b)v(b) — u(a)v(a),

a a a

de donde obtenemos la férmula del enunciado. O
Observacién. Este resultado no es aplicable en el ejemplo anterior (;por qué?).

Ejemplo. Veamos que, para cualesquiera m y n enteros no negativos,

1 In!
m!n!
/ 2™l —2)"de = ————.
0 (m+n+1)!
Probémoslo por induccién sobre n. Primero vemos que la férmula es valida para n = 0 y cualquier
m, usando la regla de Barrow:

1 m+1
/ ey = 2
0 m + 1

Ahora, si n € N y suponemos que la férmula es cierta para n — 1 y cualquier m, integrando
por partes concluimos que lo es para n y cualquier m: para ello tomamos u(z) = (1 — z)" y
v(z) = 2™ /(m + 1), con lo que

r=1 1 m! 0!

=0 m+1  (m+0+1)

/01 21— a)"de = /01 u(z)v' (z)de = u(x)v(z)

1
- / 2" — z)" e,
m + 1 0

que por hipdtesis de induccién es

n (m+ 1) (n—1)! B m!n!

m+1 (m+1)+n—-1)+1) (m+n+1)
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Corolario 6.3.3 (férmula de Taylor con resto integral). Sea I un intervalo, ¢ un punto de
I, f una funcion definida en I, n € N. Supongamos que f es derivable en I hasta el orden n y que
) es continua en I. Entonces para cada x € I es

1) = 10+ 7@ 12 ot L2 oyt L [y a
Demostracion. Basta integrar por partes reiteradamente

AR RIOL

(=11,
(ver [BARTLE-SHERBERT, teorema 6.3.14, p. 281]). O

6.3.2. Continuidad y derivabilidad de una integral con extremo de integracién
variable

El teorema de la regla de Barrow viene a decir que al integrar la derivada de f recuperamos
f (va que f(z) = f(a) + fam /). Para que podamos decir del todo que integrar y derivar son
procesos inversos, la pregunta natural seria: ;podemos decir que derivando una funcién dada por la
integral de f recuperamos f7 Es tanto como decir: jpodemos expresar una primitiva de f mediante
integrales de f7 La respuesta es afirmativa, como vamos a comprobar.

Convenio. Sia > by f es integrable en [b, a|, pondremos

[o==f

Si @ = b, pondremos fab f=0.

Notemos que, con la definicién anterior, la regla de Barrow vale también para integrales f; f
con a > b. Ademas, la relacién entre las integrales de f y de |f]| es en general

\[ﬂsUﬁm

(si @ < b el término de la derecha es f; | f|, como hasta ahora). En cuanto a la monotonia, notemos
que si 0 < f < g son funciones integrables podemos asegurar que

[=1[s

(ya que si a > b lo anterior es fba f< fba g). Por ultimo, si las integrales tienen sentido entonces

c b b
[+ [i=]1
a C a
cualquiera que sea el orden entre a,b y c.

Teorema 6.3.4 (teorema fundamental del célculo integral (segundo)). Sea f una funcion
integrable en [a,b]. Definamos F : [a,b] — R mediante

F(m):/:f.

FEntonces
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(a) F es continua en [a,b];

(b) si f es continua en algin o € [a,b], entonces F es derivable en xq y
F'(x0) = f(x).

Demostracion. (a) La funcién f es integrable, asi que esta acotada; sea K > 0 tal que |f(x)] < K
para todo z € [a,b]. Veamos que para cada x,y € [a,b], |F(z) — F(y)| < K|z — y.
Si z = y, no hay nada que probar. Si no, podemos suponer que x > y, por ejemplo. Entonces,

/axf(t)dt—/ayf(t)dt':

como querfamos probar. Ahora, dado € > 0, tenemos: para cada x,y € [a,b] con |x —y| < /K, se
cumple que |F(x) — F(y)| < €. Es decir, la funcién F es continua en [a, b] (de hecho hemos probado
que es uniformemente continua).

(b) Supongamos que f es continua en algin z( € [a, b]. Se trata de probar que

|F(z) — F(y)| =

/W(t)dt] < [C15@lde < Kle
Yy Yy

lim F(zo+ h) — F(x0)
h—0 h

= f(x0).

Tanto si A > 0 como si h < 0,

zo+h o xo+h
fode~ [ swd= [ s

0

F(mo—i-h)—F(xo):/

a

luego
T — F(x zo+h xo+h zo+h
Plao t 1) = Flaw) _ i, _ L / RENAUL h / S = ! / O S
Entonces, F(zo+ h) — F(zo) 1 zo+h
| ) st = | [ 0 - e,

Sea € > 0. Como f es continua en zg, existe algin 6 > 0 tal que |f(t) — f(zo)| <&, si |t — x| < 6.
Sea ahora |h| < §. Si h > 0, entonces

" _ F(x zo+h zot+h
e e i [f(t)—f(wo)]dt‘ﬁfll/xo cdi=c:
ysih <0,
'F(:coJrh})L—F(:L’o) ~ flao)| = Lh /x:ih[f(t) — f(20)] dt' < jfl/x:ihgdt:&

En resumen,

F h)—F
@0t =) fag)| <,
si |h| < 0. Hemos probado que, en efecto,
F(xo+ h) — F(x())
1 = .
lim o f (o)

Realmente, se cumple un resultado més general:
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Teorema 6.3.5. Sea f una funcion definida en un intervalo no trivial I cualquiera, que sea inte-
grable en cualquier intervalo cerrado y acotado contenido en I. Fijado un punto a € I, definamos

F:$€I—>F(:ﬂ):/xf€R.

Entonces
(a) F estd bien definida y es continua en todo I;

(b) en cada punto xo € I donde f sea continua, F' es derivable y
F'(x0) = f(x).

Demostracion. Para puntos a la derecha de a, basta aplicar el teorema anterior a la funcién

Fa)= [ £ wcladl,

para algin b € I, b > a. Y para los puntos a la izquierda de a, basta considerar la funciéon

Gz) = /:f, z€bal,

para algun b € I, b < a y tener en cuenta que F(x) = G(x) — G(a). O

Corolario 6.3.6. Toda funcion f continua en un intervalo no trivial I cualquiera admite una
primitiva en dicho intervalo.

Demostracion. Basta observar que, por ser continua, f es integrable en cada intervalo cerrado y
acotado contenido en I, y si fijamos un punto a € I y consideramos la funcién

F:$EI—>F(1’):/ [ ER,

por el teorema precedente resulta que F/ = f en I. O

Aplicacién. Podemos construir la funcién logaritmica como la primitiva de la funcién 1/x que
se anula para x = 1 (ver Apéndice.)

Corolario 6.3.7. Sea f una funcion definida en un intervalo no trivial I cualquiera, integrable en
cualquier intervalo cerrado y acotado contenido en I y sea a: J — I derivable en xg € J. Dado
a€l, sea G: J— R la funcion dada por

Si f es continua en o(xg), entonces G es derivable en xq, con

G'(z0) = o' (z0) f (a(z0)).
Demostracion. Si definimos F' en J como F(z) = / f,x € J, entonces G = F o, y por la regla
de derivacion de las funciones compuestas y el teorema fundamental del cdlculo integral, resulta
que
G (w0) = o' (w0) F' (a0)) = o (w0) f (a(20)). =
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2x
Ejemplo. Sea F': [0,+00) — R dada por F(z) = / e~ dt. Nos proponemos hallar sus extremos
xX

relativos y absolutos y sus puntos de inflexién.

No podemos expresar una primitiva de e~ como combinacién de funciones elementales, y
entonces no podemos aplicar la regla de Barrow para calcular la integral y obtener otra expresién
de F'. Pero si que podemos obtener una expresién manejable de la derivada de F', gracias al teorema
fundamental del calculo integral y al corolario anterior, que podemos aplicar porque e~ es continua
y 2z es derivable.

2z x
Como F(z) = / e dt — / et dt, resulta que para cualquier z > 0,
0 0

Fl(z) = 2e™47" _ o7 = 6_9”2(26_3‘”2 —-1)= e (elog2_3x2 —1).
Vemos que F’ tiene el mismo signo que log 2 — 32, luego es positiva en [0, 1/(log 2)/3) y negativa en
(/(log2)/3,+00). Por tanto F es creciente en [0, 1/(log2)/3] y decreciente en [/(log2)/3, +c0),
y alcanza su méximo absoluto en 4/(log2)/3. Su minimo absoluto lo tiene en 0, ya que F'(0) =0
y, para cualquier x > 0, F'(x) es positiva por ser la integral de una funcién positiva en el intervalo
no trivial [z, 2z].
De la expresiéon de F’ obtenemos que

F'(z) = 16$6_4z2(é63$2 -1) = 16z~ 4% (e3$2_31°g2 - 1),
de donde su signo es el de 22 — log2, y deducimos que F es céncava en [0, v/log2] y convexa en
[v10g 2, +00). Tenemos un tnico punto de inflexién en /log 2.
Es facil ver, ademaés, que el limite de F' en 400 es 0. Basta acotar el valor de F' usando la
monotonia de la integral: como e~ es decreciente en [0, +00), para todo t en el intervalo [z, 2x] se
cumple que et < e*zg, y entonces

2 2 2z 2 2
F(z) = e dt < e dt =ze .
x X

Por la regla de L’Hospital vemos que lim % =0, luego también 1lim F(x)=0. O
z—-+oo et T——+00

Teorema 6.3.8 (cambio de variable). Sea u una funcion derivable en un intervalo abierto J tal
que u' es continua y sea I un intervalo abierto tal que u(J) C I. Si f es continua en I, entonces
fou es continua en J y
b u(b)
| @ = [ e
a u(a)
para cualesquiera a, b € J.
Demostracion. Sea F una primitiva de f en I. Entonces (Fou)' = (fou)u/, y como fy (fou)u
son integrables en intervalos cerrados y acotados (porque son continuas), por la regla de Barrow
resulta que
u(b) b
/( ) f=F(u(b)) — F(u(a)) = (F ou)(b) — (Fou)(a) =/ (fou)u' 0
ula a

V3
Ejemplo. Calculemos el valor de / V4 —x2dx.
V3

Ponemos

V3 V3

.
[ vimRw= [ i wapa = [ i e s
-3 V3 V3 2
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(hacemos el cambio de variable t = x/2 de izquierda a derecha, en la férmula del teorema anterior)

V32
= / 4+/1 — 2 dt

_\/§/2

(ahora hacemos el cambio de variable t = seny, de derecha a izquierda)

w/3 /3 /3
:/ 4 1—sen2ycosydy:/ 4|cosy\cosydy:/ 4 cos? y dy
—7/3 —7/3 —7/3

y=m/3

4
= i + \/5
y=—7/3 3

w/3
= / 2(1 4 cos2y) dy = (2y+sen2y)‘
—7/3

Ejemplo (integrales de funciones pares e impares). Si f es par e integrable en [—a,al,

entonces
a a
f=2[ t
—a 0

Esto se puede demostrar a partir de la definicion de integral o mediante la condicién de integrabi-
lidad de Riemann. El significado geométrico es claro, dado que la grafica de f es simétrica respecto
de x = 0. Notemos que podiamos haberlo usado en el ejemplo anterior.
En el caso particular de que f sea continua, esta propiedad se puede demostrar de manera més
. . . a 0 a
sencilla con un cambio de variable, ya que [* f= [ f+ [/ fy

’ =l (O, [T [
wf(x)d:c = /af( t)dt_/o F( t)dt_/o £(8) dt.

a
Andlogamente, si f es impar entonces f=0.
—a

6.3.3. APENDICE. Construccién de las funciones logaritmica y exponencial

Ya hemos usado las propiedades de la funcién logaritmica en ejemplos y ejercicios. Ahora dispo-
nemos de las herramientas necesarias para poder construirla, probando con todo rigor su existencia
y sus propiedades bésicas.

Recordemos que las potencias de exponente racional se definen en RT = (0, +00) de la siguiente
manera: £ = z-x---x (n veces) sin € N, y 21/™ es la funcién inversa. Dado m otro nimero
natural, £™/" = (z'/*)™ y por tltimo 2° =1y 2% = 1/2°.

Resulta que la derivada de la funcién dada por z% es ax®~!, de manera que una primitiva de
% en RT es ﬁx““, pero esto sélo vale si a # —1. Como 2! = 1/z es continua en R, podemos
usar el teorema fundamental del célculo integral para definir una primitiva en este caso (a = —1),
la dada por fcz(l /t)dt, cualquiera que sea ¢ > 0. Elegimos ¢ = 1, y la funcién que resulta cumple
todos los requisitos que buscamos para el logaritmo neperiano.

Proposicion 6.3.9. La funcion
1
L:x€(0,+oo)—>L(3;):/ ;dteR
1

estd bien definida, es estrictamente creciente (luego inyectiva) y suprayectiva. Es asimismo derivable
en todos los puntos de su dominio y para cada x € (0,400)

1
L(z) = =;
(2) = =

en particular, es concava en su dominio.
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Demostracion. La funcién )

es continua, luego L estd bien definida, es derivable en cada x € (0,400) y su derivada es L'(x) =
fla) = 1.

Puesto que L' = f es estrictamente positiva, L es estrictamente creciente. Como es continua
por ser derivable, su imagen L((O, +oo)) es un intervalo, y para ver que este intervalo es todo R
bastara probar que no estd acotada superior ni inferiormente.

Ahora bien: dados a > 0 y n € N, el cambio de variable ¢t = u" permite escribir

a” 1 a n—1 aq
L(a"™) = / —dt = / M gy = n/ —du =nL(a).
1t 1ou” 1 u

Tomando a > 1, como L(a) > L(1) = 0, se deduce que L no estd acotada superiormente; tomando
a <1, como L(a) < L(1) = 0, se deduce que L no estd acotada inferiormente. O

Con esta informacion es suficiente para comprobar que su gréafica tiene la forma que ya conoce-
mos (complétese el estudio de la funcién de la manera habitual). En cuanto a la propiedad esencial
del logaritmo de transformar productos en sumas, tenemos:

Proposicién 6.3.10. Con la notacion anterior, para cualesquiera x, y € (0,4+00) es
L(zy) = L(z) + L(y)

Demostracion. Utilizando el cambio de variable ¢t = u/a,

ab a ab b b
Lab) —La) = | Lar— [ tar= [T rao e [T, O
1t 1t a t 1

U a 1 U

Observacion. También puede darse otra demostracién usando sélo el valor de la derivada: fijado
arbitrariamente y > 0, sea f, la funcién dada por f,(z) = L(zy). Entonces

1 1
! =y L =y —=_=1
fy@) =y - L'(zy) =y Wz (z)
para todo z, luego f,(z) = L(z) 4+ C, para cierta constante C, en todo # > 0. Si tomamos = = 1
vemos que C' = L(y).

Ejercicio. La sucesién (1 + %)n es convergente, y denotando su limite por e, resulta L(e) = 1. En

efecto: . [<1+ ;)n] . (1_'_;) _LQ +171L/)n— L) L'(l) = % =1,

y la funcién inversa de L es continua por ser L creciente y continua.
Es facil, igualmente, obtener las equivalencias conocidas y el desarrollo de Taylor-Maclaurin
para el logaritmo de 1 4+ x. Lo dejamos como ejercicio para el lector.

Por tltimo, la funcién inversa L=! : R — (0,+o0), tiene todas las propiedades admitidas
para la funcién e®, de modo que tenemos aqui una manera de introducir rigurosamente la funcién
exponencial.

Definicion 6.3.11. Se llama funcién exponencial a la definida por
exp:x €R —exp(z) =L Y(z) eR.

Asi pues, exp(z) = y si y sblo si L(y) = x; en particular, exp(0) = 1 y exp(l) = e. Suele
escribirse e” en lugar de exp(x).
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Proposicién 6.3.12.  a) La funcidn exponencial es derivable (indefinidamente) y su derivada
es ella misma: para cada x € R, (e¥)' = 7.
b) ¥ =1.

1
¢) Para cada x € R, — =e "y, en particular, e* # 0.
e

d) Dados z, y € R, e*TY = e . €Y.

e) Dadosn € N yx € R, e™ es el producto de n factores iguales a €*: e"* = e* -+ e”.

f) Para cada x € R, e* > 0.
g) La funcion exponencial es estrictamente creciente y convexa. En particular, es inyectiva.

h) Se tiene

lim e* = +oo, lim e* =0.
T——+00 T——00

En consecuencia, el conjunto imagen de la funcion exponencial es (0,400).

Demostracion.  a) Podemos aplicar el teorema de derivacién de la funcién inversa, ya que L~!
es continua segin hemos senalado anteriormente. En particular:

_ 1 _ 1
" Dlexp(@) 1/ expla

la derivada de la funcién exp es ella misma, luego resulta indefinidamente derivable (igual a
todas sus derivadas sucesivas).

exp’(z) ] = exp(z), z € R;

b) Obvio.

c) Sea f:x € R— f(x) =e"e ™ € R. Derivando de acuerdo con a),

luego f toma constantemente el valor f(0) = 1.

d) Fijado y,sea f:x € R — f(x) = ez# € R. Teniendo en cuenta a),

e:v+y . e:r; _ ex—i—y . ex

f (‘T) = (ex)2 - 0’

luego f toma constantemente el valor f(0) = e¥.
e) Se prueba por induccién sobre n utilizando d).
f) e* = (ex/2)2 >0ye” #0.

g) La derivada primera y la derivada segunda de la funcién exponencial (que son iguales a la
funcién exponencial) son estrictamente positivas.

h) Puesto que la funcién exponencial es estrictamente creciente,
e=el > = 1,

luego lim €™ = 4o00. Nuevamente por la monotonia de la funcién exponencial, esto basta para
n

probar que

lim e* = 4o0.
xr——+00
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Finalmente,

lim "= lim e Y= lim — =0.
T——00 y——+o0 y——+oo eY

Del teorema de los valores intermedios (Darboux) se sigue que la funcién exponencial aplica

R sobre (0,+00). O
Obsérvese que, segin la exposicion anterior, todas las propiedades bésicas de la funcién expo-
nencial se deducen realmente de a) y b), que en este sentido pueden ser consideradas sus propiedades

“fundamentales”.
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