Chapter 1

EL DESCUBRIMIENTO
DEL CALCULO

1.1 Introduccion.

Isaac Newton (1642-1727) en 1664-1666 y G. W. Leibniz (1646-1716) en 1675
descubrieron independientemente el calculo diferencial e integral. Sus enfoques
y conceptos son distintos, pero llegan basicamente a los mismos resultados, lle-
gando a un calculo también algo distinto del que usamos ahora. Hasta entonces,
en el periodo 1615-1660, se habia usado el calculo infinitesimal por matematicos
de gran talla como Kepler, Cavalieri, Torricelli, Pascal, Fermat, Wallis, Gregory,
Barrow, etc. Pero los métodos para hallar cuadraturas, y tangentes a curvas o
problemas relacionados eran como una especie de matematica artesanal donde
cada ejemplo resolvia un problema concreto, bien adaptado a la forma particular
de cada objeto en cuestién. El gran mérito de lo que llamamos célculo diferen-
cial e integral es el de ser un algoritmo general que vale para todas expresiones
analiticas a la vez y que se basa en que los procesos de cédlculo de tangentes
(derivacién) y cuadraturas (integracién) son procesos inversos el uno del otro.
Isaac Newton (1642-1727) fue profesor de matematicas en Cambridge y luego
jefe de la casa de la moneda en Londres. Sus principales ideas fueron desarrol-
ladas en 1664-1666 cuando estaba recluido en su casa natal de Lincolnshire,
yva que el Trinity College de Cambridge, donde Newton era estudiante, estuvo
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cerrado por la epidemia de la peste. Alli desarrollé sus ideas de la gravitacion
universal, de la teoria de los colores y sobre la serie del binomio y el cédlculo de
fluxiones.

De naturaleza entonces timida era reacio a publicar sus resultados, para asi
evitar las posibles criticas y controversias de sus contemporaneos. En Octubre
de 1666 escribié un tratado sobre fluxiones y en 1669 De analysi, un tratado
sobre series infinitas que circulé en forma de manuscrito entre los miembros de la
Royal Society. Hay otro tratado sobre fluxiones y series infinitas de 1671 y otro
sobre la cuadratura de curvas de 1693. Sin embargo estos fueron publicados
hasta bien tarde y algunos sélo lo fueron después de su muerte. De analysi
fue publicado en 1711 y el tratado sobre cuadratura de curvas, De Quadratura
Curvarum de 1693 aparecié como un apéndice de su Opticks en 1704. Su obra
mas famosa, donde expone su teoria de la gravitaciéon universal, los Principia,
fue publicada en 1687, pero sus argumentos son muy geométricos y sélo dan
una idea de sus métodos del calculo infinitesimal.

De entre el trabajo matematico de Newton, profundo y poderoso, se pueden
distinguir algunos temas centrales. Estos son los desarrollos en serie de po-
tencias, en especial el desarrollo del binomio, algoritmos para hallar raices de
ecuaciones y de inversion de series, relaciéon inversa entre diferenciacién e inte-
gracion y el concepto de fluentes y fluxiones como variables que cambian en el
tiempo. Newton estuvo muy interesado también en 6ptica, dinamica, alquimia,
cronologia de la historia y en la interpretacién de las sagradas escrituras.

Gotfried Wilhem Leibniz (1646-1716) era hijo del vice-presidente de la facul-
tad de filosofia de la universidad de Leipzig. De joven, estudio filosoffa, derecho
v lenguas clasicas. Su principal interés estuvo centrado en desarrollar una es-
pecie de lenguaje simbdlico para representar los conceptos fundamentales del
pensamiento humano y las maneras de combinar estos simbolos para llegar a
conceptos més elaborados. Esta idea filoséfica, que tiene relacién con la combi-
natoria, fue ya algo en parte elaborada por franciscano mallorquin Ramén Llull
(1235-1316) en su Arte Luliano.

Poco después de acabar sus estudios, Leibniz empez6 en 1672 una misién
diplomatica en Paris donde permaneceria unos cuatro anos hasta 1676. All{
conocié a numerosos filésofos y miembros de la alta sociedad, en particular
al holandés C. Huygens (1629-1695), entonces miembro de la recién creada
Académie Royale des Sciences. Como curiosidad Huygens le plante6 a Leib-
niz que hallara la suma de los inversos de los niimeros triangulares. Mediante
sumas y diferencias Leibniz fue capaz de hallar la suma de esta serie y entonces
crecié su interés en estudiar matematicas, cuya formacién hasta entonces habia
sido muy escasa. Huygens le recomendé que leyera la renovada edicién en latin
de van Schooten de la Géometrie de Descartes y los trabajos de Pascal. La
entrada matemadtica de Leibniz fue entonces impresionante, ya que le llevé al
descubrimiento del calculo en 1675 y su elaboracién y publicacién en dos cortos
articulos del Acta Eruditorum después en 1684 y 1686, el primero sobre calculo
diferencial y el segundo sobre calculo integral.

El trabajo de Leibniz se conoce principalmente por los numerosos articulos
que publicé en Acta y por sus cartas personales y manuscritos que se conservan
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en Hannover. Entre estos documentos estan los manuscritos fechados el 25, 26
y 29 de Octubre y el 1 y 11 de Noviembre de 1675 donde Leibniz estudia la
cuadratura de curvas y desarrolla su calculo diferencial e integral.

Uno de los ingredientes fundamentales del calculo de Leibniz son las reglas
para la manipulacion de los simbolos “ [ 7 y “d” de la integral y la diferencial.
Esto refleja sus ideas filoséficas de buscar un lenguaje simbdlico y operacional
para representar los conceptos e ideas del pensamiento de tal manera que los
razonamientos y argumentos se puedan escribir por simbolos y férmulas. En
matematicas su calculo es en parte esto, un algoritmo para escribir los métodos
geométricos de cuadraturas y tangentes por medio de simbolos y férmulas. Las
otras dos ideas fundamentales del cédlculo de Leibniz son la relacién entre la
sumas de sucesiones con las diferencias de sus términos consecutivos y el llamado
tridngulo caracteristico.

Leibniz pasé la mayor parte del resto de su vida en Alemania, como consejero
del duque de Hannover. Aparte de la invencién y del desarrollo de su cédlculo y
en la solucién de problemas geométricos y de ecuaciones diferenciales, Leibniz
tiene otros trabajos en solvabilidad de ecuaciones y determinantes y escribié y
contribuyé enormemente en practicamente todos los campos del conocimiento
humano, religion, politica, historia, fisica, mecanica, tecnologia, 14gica, geologia,
linguistica e historia natural.

Aunque oscuros y dificiles de leer, los dos articulos de Acta de Leibniz de
1684 y 1686 fueron leidos por los hermanos Jakob y Johann Bernoulli. Jakob
Bernoulli era profesor de matematicas en Basilea y su hermano Johann, unos
trece anos mas joven, le sucedié después en 1705. Ambos entendieron notable-
mente el simbolismo y los conceptos de Leibniz y publicaron varios articulos en
Acta a partir de 1690. Después iniciaron una intensa y productiva correspon-
dencia con Leibniz, resolviendo en unos pocos anos numerosos problemas en
los que el nuevo calculo demostré toda su fuerza, tales como el la isocrona, la
catenaria, la tractriz, la isocrona paracéntrica o la braquistocrona.

1.2 W.G. Leibniz (1646-1716).

1.2.1 Sumas y diferencias.

Cuando a sus 26 anos conocié en 1672 a Huygens en Paris, éste le planted el
problema de sumar los inversos de los nimeros triangulares

I
17376 10 15 n(n+1)

Leibniz observé que cada término se puede descomponer como

2 1 1
2 9z _
n(n+1) (n n+1)
de donde

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
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Leibniz, tal como hizo en la suma de la serie de los inversos de los niimeros
triangulares, consideraba sumas y diferencias de sucesiones de numeros. Ob-
servo por ejemplo que dada la sucesién ag, a1, a9, -, a, , si consideramos la
sucesion de diferencias  dq,ds,---,d, , donde d; =a; —a;_1 . Entonces

d1+d2+"‘+dn:(Cll—a0)+(a2_a1)+"'+(an_an—1):an_aO

es decir, la suma de diferencias consecutivas es igual a la diferencia entre el
iltimo y el primer término de la sucesion original.
Por ejemplo, dada la sucesiéon de cuadrados

0,1,4,9,16,25,36,---,n
sus primeras diferencias son
1,3,5,7,9,11,-- 2n— 1

ya que i2 — (i — 1)? = 2i — 1. Luego se sigue que la suma de los n primeros
niimeros impares es n?

14+3+5+ -+ (2n—1)=n?

Leibniz utiliza este método en otros casos. Por ejemplo en relacion a la serie
geométrica

17q7q27""qn7"'
obtiene
o0
S,
n=0 1- q

1.2.2 El calculo de Leibniz.

Leibniz no tardé en aplicar a la geometria sus observaciones de que las sumas de
sucesiones y sus diferencias consecutivas son procesos inversos el uno del otro.
Consideremos una curva como la de la figura donde aparece una sucesién de
ordenadas equidistantes y1,¥2, 93, - -, Yn

s
[ ¥R

g1 11 1 1 1 1 14

Si suponemos que la distancia entre estas ordenadas es 1, entonces su suma
y1+y2+ys+---+y, es una aproximacién de la cuadratura de la curva, mientras
que la diferencia entre dos sucesivas y.s da aproximadamente la pendiente de su
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tangente. Ademads, cuanto mas pequena sea la unidad 1 elegida, mejor serd la
aproximacién. Sila unidad se pudiera elegir infinitamente pequena, entonces las
aproximaciones serian exactas, la cuadratura seria igual a la suma de ordenadas
y la pendiente de la tangente serfa igual a la diferencia de ordenadas. De esta
forma y por su analogia con las sucesiones numéricas, Leibniz observa que la
determinacién de cuadraturas y el cdlculo de tangentes son operaciones inversas
la una de la otra.

Leibniz considera una curva como una poligonal de infinitos lados donde dy
es la diferencia infinitesimal de dos ordenadas consecutivas, dz la diferencia de
dos abscisas consecutivas e f ydz representa la suma de los pequenos rectangulos
infinitesimales ydzx.

De esta forma el teorema fundamental del calculo aparece como obvio. Esto
es, para hallar el area debajo de una curva con ordenadas y, debemos hallar

una curva de ordenadas z de tal manera que g—; = y, en cuyo caso es también

[ ydz = =
En la primera notacién de sus manuscritos Leibniz escribe

omn-£=y

donde omn es omnia, que en latin significa suma, y donde ¢ son diferencias.
Con ello empieza a desarrollar su cédlculo y la expresién simplemente significa
que la suma de las primeras diferencias de una sucesién que empieza por 0 es
igual al tiltimo término. Después ird cambiando su notacién y escribe la anterior
relacién como [ dy =y que es la que usamos actualmente. El signo integral [
no es mas que una S elongada que significa suma.

La idea de su célculo es que las formulas y relaciones geométricas se realicen
de manera casi automética por medio de las reglas del calculo de diferencias

dlz+y) =dr+dy
d(zy) =x dy +y dx

d(x _ydr—xzdy
(y) y2

d(z") = na" ! dx etc.

Para demostrar por ejemplo la regla d(zy) = xdy + ydz, calcula la diferencia
entre dos términos consecutivos de la sucesiéon producto zy

d(zy) = (x + dz)(y + dy) — xy = zdy + ydx + dzdy

y luego omite la cantidad dxdy por ser infinitamente m&s pequena en com-
paracién con los otros términos.
De esta regla Leibniz deduce la integracién por partes

/xdyzxy—/ydx
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Aunque las demuestra como teoremas, siempre que puede intenta relacionar
sus operaciones analiticas con resultados geométricos familiares. Por ejemplo
para esta tultima integracién por partes, observa que es también la adicion de

areas
/a:dy—k/ydmza:y

de acuerdo con la figura

¥ (=)

b

Para probar

escribe
y _y+dy 'y _ wdy—yde

x z4+dr x 22+ zdx

y otra vez cancela zdz del denominador por ser pequeiio frente a z2.

Otra relacion es por ejemplo

2

y
dy = 2
/yy 5

Para su prueba, piensa en términos de la funcién y = x. Tal como se observa
en la figura el drea del tridngulo ABC es la suma de los ydy, para pequenos dy,

pero esta area es o

En sus aplicaciones geométricas, dado un punto P = (z,y) sobre una curva,
tal como se observa de la figura
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aparecen las llamadas subtangente s = T A, tangente t = TP, normal n =
PB y subnormal v = AB. Todas estas variables tienen entitad propia y estan
relacionadas unas con otras. Por ejemplo se tiene por la semejanza

Yy v

S Y
Para cada una de estas variables se pueden considerar también sus difer-
encias. Si consideramos las diferencias dz y dy, el pequeno tridngulo PQR se
llama el tridngulo caracteristico y se tiene por ejemplo la relacién
dy _y

dxr s

Todo este calculo y en especial su notacién resulté ser muy manejable y de
gran utilidad, lo que contribuyé decisivamente a su éxito. Notacién y concepto
son virtualmente inseparables. Por ejemplo la regla de la cadena para z = f(y)
e y = g(x) que nosotros escribimos como primero la composicién h(z) = f(g(x)

y luego
h'(z) = f'(g(x))d (x)
en su notacién diferencial es simplemente

dz dz dy

dr dy dx
Aunque desde el punto de vista 16gico le falta rigor a esta férmula simbdlica,
ya que cancela dy’s como si fueran niimeros reales, no sélo halla correctamente
al resultado sino que sugiere adema&s la manera de demostrarla, reemplazando
las diferenciales dx, dy, dz por incrementos finitos Az, Ay, Az y pasando luego
al limite.

Leibniz tardé unos anos en presentar estas ideas en ptublico ya que era una
formulacién intuitiva, pero que tenia el problema de trabajar con cantidades
infinitamente pequenas y esto no estaba rigurosamente definido ni era muy
aceptable en matematicas. Su primera publicacién fue un corto articulo titulado
Nova Methodus pro Maximis et Minimis, itemque Tangentibus, quae nec fractas
nec irrationales quantitates moratur et singulare pro illis calculi genus, (Un
nuevo método para maximos y minimos y tangentes, no impedido por cantidades
racionales o irracionalesy un singular nuevo tipo de célculo para ellas), que
aparecié en 1684 en Acta eruditorum.
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En este trabajo original, después de introducir su céalculo, Leibniz da tres
ejemplos de la aplicaciones, el primero prueba el principio ya conocido por
Descartes y Fermat de que el angulo de incidencia es igual al angulo de re-
fraccién, el segundo es un problema geométrico. Luego, dice Leibniz:

“Y esto es solo el comienzo de una mucho mdas sublime Geometria, de proble-
mas incluso mucho mds dificiles y de los mds bonitos de matemdticas aplicadas,
los cuales sin nuestro cdlculo diferencial o algo similar nadie podria atacar con
tanta facilidad. Anadiremos como apéndice la solucion del problema que De
Beaune propuso a Descartes, quién lo intentd resolver el el Vol. 3 de sus Let-
tres, pero sin éxito”

En realidad Descartes habia encontrado practicamente la naturaleza de esta
curva, pero carecia de instrumentos adecuados para su solucién. Este problema,
y otros que fueron apareciendo después pusieron de manifiesto la potencia del
nuevo calculo. Exponemos este problema en la seccién siguiente.

1.2.3 El problema de De Beaune.

El problema que Florimont De Beaune habia propuesto originalmente a Descartes
en 1639 es: Hallar una curva cuya subtangente sea una constante dada a.

P dy
1]
iy

- A == X x
De la relacion
dx s
dy vy
obtenemos tomando s = a
ady=ydx

Leibniz considera dx = b constante, lo que equivale a tener las abscisas en
progresién aritmética. Tomando k = b/a, la relacién anterior da

dy=ky

Esto es, los incrementos dy son proporcionales a sus las ordenadas y.
Ma4s concretamente, si tomamos la sucesiéon de abscisas

ro=x,01 =x+b,xrs =2+ 2b,x3 =2+ 3b,...
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que estan en progresién aritmética, al ser dy; = y1 — yo = ky1, serd y1 = k1Yo

para la constante ky = %H Luego las correspondientes ordenadas

Yo, Y1 = k1Yo, Y2 = k1Yo, y3 = kiyo, .- -

estdn en progresién geométrica.
Leibniz concluye diciendo que la curva es una “logaritmica”.
En nuestro cdlculo actual de la relacion diferencial que define la curva ady =
ydx, obtenemos
dy
a— =
Y
de donde integrando alogy = = + C. (Obsérvese que la notacién que usamos
ahora para este proceso es la original). Leibniz viene a describir una poligonal
solucién de una ecuacion en diferencias que aproxima a la exponencial y su
ecuacién diferencial correspondiente, siendo la aproximacién cada vez mejor a
medida que dz se va haciendo infinitésimo.

dx

1.2.4 Desarrollo del seno a partir de su ecuacion diferen-
cial.

Leibniz utiliza series de potencias para resolver muchas de us ecuaciones difer-
enciales. Por ejemplo consideremos la figura donde aparece el primer cuadrante
de la circunferencia de radio 1, donde P = (z,y) y 0 es el dngulo que forma
POB.

dr
el

U 1y

Por semejanza de triangulos

dx Y

dy V1—1y?
Ademis por el teorema de Pitdgoras dx? + dy? = df?. Elevando al cuadrado
la primera relacién, despejando dz? y sustituyendo en la segunda obtenemos
después de simplificar
dy? + y*do* = do*
que es la ecuacion diferencial que verifica y = sin 6. Para resolver esta ecuacion
Leibniz considera df como constante y aplica el operador d a la ecuacién. Se
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obtiene d[dy? + y*>df?] = 0, de donde por la regla del producto
dldy - dy + y?d6?] = 2(dy)(d dy) + 2y dy d#* =0

esto es
d?y _
a0z = -y
que es la ecuacién diferencial de segundo orden de y = sinf. Ahora Leibniz
supone que podemos escribir la serie de potencias con coeficientes indetermina-
dos
y =sinf = bl + c0> + e0® + f07 + g0° + - --

donde ha tomado el término constante igual a cero al ser sin(0 = 0 y sé6lo toma
potencias impares al ser sinf impar. Diferenciando dos veces esta expresién se
obtiene

@—2~309+4~5693+8-9 0"+ -
0z~ g
que debe ser igual a —y = —bf —ch> —ef® — f07 — gf° —- - . Igualando coeficientes
se obtiene
2-3c=-b
4-5e=—c
8-9g=—f

De donde tomando b = 1 como condicién inicial obtenemos sucesivamente ¢ =
1,1 _ 1 _ 1
-3 e=3, f=—7,9= g, - estoes

s Lg 1, 1. 14
sm9—0—§9 —l—ag —ﬁQ +§0 —

Obtiene por tanto con su método de diferencias la relacién que ya habia obtenido
Newton en 1676 con su serie del binomio.

1.3 Resumen y desarrollo posterior.

Una vez que hemos descrito con detalle separadamente las ideas de Newton
y Leibniz en el desarrollo del cdlculo como una nueva y coherente disciplina
matematica vamos a comparar y contrastar ambos procedimientos.

Tal como hemos visto Newton concibe la derivada de y = f(z) como el
cociente entre fluxiones /& donde considera las fluxiones &, y como las veloci-
dades en que cambian los fluentes x,y. Su concepcién es cinematica. En cambio
Leibniz considera el cociente anterior dy/dx como cociente entre diferencias. La
integral para Newton es una integral definida, es el fluente a determinar para
una fluxiéon dada. Para Leibniz la integral es, en cambio, una suma infinita de
diferenciales. A pesar de estas diferencias de concepto luego ambos la calculan
de la misma forma, como un proceso inverso de derivadas. Ambos desarrollan el
mismo calculo desde puntos de vista distintos y observan como inversos los pro-
cesos de diferenciacion e integracién. Antes se habian calculado dreas, volimes
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y tangentes, pero eran razonamientos particulares para cada caso concreto sin
que se observara con claridad que el calculo de dreas y el de tangentes son in-
versos uno del otro. El nuevo cédlculo es universal, en el sentido en que se aplica
del mismo modo a todo tipo de funciones. Newton y Leibniz lo aplicaron con
éxito para calcular areas como la cisoide o la cicloide, tangentes, longitudes de
arco, problemas de méximos y minimos, geométricos, etc.

Para ilustrar con un ejemplo sencillo los conceptos del calculo de Newton y
de Leibniz, veamos como calcularian ambos la tangente a la pardbola 3% = ax
en un punto M = (x,y) de la figura

Dada la relacién entre fluentes y? = ax Newton calcularia primero la relacién
entre sus fluxiones: de
(y +09)* = a(z + o)

elevando al cuadrado
y? + 2yoy + 0%9? = ax + oad
Simplificando y dividiendo por o resulta
2y + oy = ai

de donde cancelando luego los términos que contienen o se obtiene 2yy = at,
esto es .
Yy _a
& 2y
que nos daria la pendiente de la tangente.

En el primer libro de texto de célculo diferencial, Analyse des Infinitement
Petits de 'Hospital de 1696, aparece exactamente el ejemplo que estamos calcu-
lando. De hecho la figura geométrica anterior estd tomada del este libro, seccién
2, pag. 12, su solucién, siguiendo de diferencias de Leibniz dice asi:

“Si se quiere que ax = yy exprese la realcién de AP a PM, la curva AM
serd una parabola que tendra por parametro la recta dada a y tendra, tomando
diferencias en cada miembro

adx =2y dy
por tanto dr = 2ydy/a y
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donde hemos sustituido yy por su valor ax. De donde se deduce que si se toma
como PT el doble de AP y se considera la recta MT, ella serd tangente en el
punto M. Ce qui était proposé”.

Para Newton la derivada como cociente entre fluxiones, o como “razén ultima
de cantidades evanescentes” presentaba problemas de rigor logico. Para Leibniz
sin embargo, el cociente dy/dx era “simplemente” un cociente con interpretacién
geométrica clara. Los problemas de interpretacién se volvian mas agudos al con-
siderar derivadas de mayor orden. Debido a su facilidad y al genial tratamiento
que tuvo por parte de los hermanos Bernoulli y por Euler el célculo de Leibniz
empez6 a cosechar grandes éxitos. Sus seguidores se preocupaban menos de
sus aspectos légicos y mas de sus aplicaciones ya que era un calculo que fun-
cionaba. Permitio6 resolver problemas tales como el de la braquistocrona o de la
catenaria que habian sido intratables hasta entonces. En cambio en Inglaterra
los matematicos se preocuparon mucho maés por los problemas de rigor légico,
paralizando con ello su aplicacion. Una vigorosa y malintencionada exposicion
de las inconsistencias del nuevo calculo fue la que escribié el obispo anglicano de
la diécesis de Cloyne (Irlanda) George Berkeley(1685-1753). Berkeley escribié
en 1734 un ensayo titulado The Analyst, or A Discourse Addressed to an In-
fidel Mathematician. El “matemético infiel” era Edmund Halley (1656-1742),
el famoso astrénomo y amigo de Newton, quién parece ser que convencié a un
conocido sobre la inutilidad de la doctrina cristiana y éste rehusé el consuelo
espiritual de Berkeley cuando estaba en su lecho de muerte.

Este es un parrafo del argumento de Berkeley:

“Y ;Qué son las fluxiones? Las velocidades de incrementos evanes-
centes. Y ;Qué son estos mismos incrementos evanescentes? Ellos
no son ni cantidades fimnitas, ni cantidades infinitamente pequenas,
ni nada. ;No las podriamos llamar fantasmas de cantidades que han
desaparecido?”

A finales de 1690 Leibniz fue duramente atacado por los seguidores de New-
ton, quienes le acusaban de plagio. Su principal argumento fueron las cartas que
Newton le habia mandado via Oldenburg. Al irse incrementando los ataques
Leibniz pidié en 1711 a la Royal Society of London, de la que era miembro, para
que interviniera en el asunto. La Royal Society nombré una comisién para que
estudiara el caso y en 1712, movida més que nada por motivos de nacionalismo y
maniobrada por Newton, decidié que Leibniz habia en efecto plagiado a Newton.
Hoy sabemos que tanto Newton como Leibniz desarrollaron independientemente
su céalculo.

Este desafortunado incidente separd en dos bandos los matematicos de Inglaterra
y del Continente por mucho tiempo. La ironia del destino, fue que la victoria in-
glesa hizo que sus matematicos rehusaran sistematicamente el uso de los métodos
de Leibniz, cerrando para si con ello el tremendo desarrollo que la matematica
tuvo en el siglo XVIII.
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Jakob Bernoulli lanzo el desafio, en 1690, de hallar la curva que formaria
una cadena suspendida por sus dos extremos. Galileo, en 1638, ya habia conclu-
ido erroneamente que la curva era un arco de circunferencia. Arriba aparece el
grabado original de la publicacion de Leibniz de Junio de 1691. Encontrar esta
curva, la catenaria, fue uno de los primeros grandes éxitos del nuevo cdlculo.



