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Capitulo 5

Derivacion

5.1. Generalidades

5.1.1. Concepto de derivada. Derivadas laterales

Definicion 5.1.1. Sea f una funcion real definida en un intervalo abierto I y sea a un punto de I.
Diremos que f es derivable en a si existe (en R) el limite del ‘cociente de incrementos’ o ‘cociente

de diferencias’
@)~ fa)
T—a T —a

Cuando f es derivable en a, el valor del limite anterior recibe el nombre de derivada de f en
a, y suele denotarse por f’(a); es decir,

r)— f(a
Fa) i 1 L0 =@
N
si tal limite existe y es finito.
. . d af
También se usan otras notaciones: — f(a), — , etc.
dx dx|,_,

Nota. En realidad, para definir la derivada no es necesario que el dominio de la funcién f sea
un intervalo: la definicién anterior tiene sentido para cualquier tipo de dominio D con tal de que
el punto a, ademéds de estar en D, sea punto de acumulacién de D. Adviértase igualmente que
incluso podemos considerar limites laterales, definiendo entonces de manera obvia la derivada por
la derecha y la derivada por la izquierda de una funcién en un punto, cuando tales limites laterales
del cociente de incrementos tengan sentido.

Definicion 5.1.2. Sea f : D C R — R una funcion derivable en algin punto, y sea S el subconjunto
de puntos de D en los que f es derivable (naturalmente, puede ser S # D). La funciéon derivada
de f se define haciendo corresponder a cada x € S el valor de la derivada de f en el punto x.

Por razones obvias, esta funcién suele denotarse por f’, de manera que

f’:xeSﬁf’(x)zlme

Yy—x y—x

e R.

Observacién. En este punto conviene deshacer un equivoco, que surge quiza del manejo habitual
de las derivadas de las funciones elementales: la definicion de derivada en un punto es previa a la
de funcion derivada, y no al revés. Es decir, por ejemplo, que la derivada de la funcién seno en
un punto z no es cosx porque el coseno es la funcién derivada del seno, sino que el coseno es la

funcién derivada del seno porque la derivada de la funcién seno en un punto cualquiera = resulta
: . . ., seny —senc
ser igual a cosz, es decir, que existe lim ———— y vale cosz.

Y= Yy—
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5.1.2. Interpretacién geométrica y fisica de la derivada

El cociente de incrementos (f(z) — f(a))/(z — a) corresponde graficamente a la pendiente de
la cuerda que une el punto (a, f(a)) con el punto (x, f(z)), con lo que en el limite tenemos que la
derivada f’(a) (suponiendo que exista) corresponde a la pendiente de la tangente a la grafica de f
en el punto (a, f(a)).

En Fisica, si a cada valor x de una determinada magnitud (la variable independiente) le corres-
ponde el valor f(z) de una segunda magnitud (la variable dependiente), el cociente de incrementos
(f(z) = f(a))/(z — a) corresponde a la variacion media de la variable dependiente en el inter-
valo [a,z] de variacién de la variable independiente, y la derivada f’(a) (suponiendo que exista)
corresponde a la wvariacion instantdnea de la variable dependiente. Por ejemplo, si la variable in-
dependiente es el tiempo, cuando la variable dependiente es el espacio tenemos los conceptos de
velocidad media y velocidad instantdnea; cuando la variable dependiente es la velocidad, pasamos
a la acelacién media y la aceleracion instantanea.

No es sorprendente la gran cantidad de aplicaciones que encuentra el concepto de derivada,
si se tiene en cuenta la formacién histérica de este concepto: véanse, por ejemplo, [Durin, cap.
3], [Rienikovl, especialmente pags. 182-186], [HAIRER-WANNER, pags. 80 y siguientes|. En este tltimo
libro, como motivaciones para la introduccién de la derivada a partir de la pendiente de la tangente
se senialan:

— El célculo del angulo bajo el que se cortan dos curvas (Descartes).

— La construccién de telescopios (Galileo) y de relojes (Huygens, 1673).

— La bisqueda de maximos y minimos de una funcién (Fermat, 1638).

— El estudio de la velocidad y aceleraciéon de un movimiento (Galileo, 1638, y Newton, 1686).

— En Astronomia, la verificacién de la Ley de Gravitaciéon (Kepler, Newton).

5.1.3. Derivabilidad y continuidad

Proposicion 5.1.3. Si f es una funcion derivable en un punto a, entonces f es continua en el
punto a.

Demostracion.

i f(z) = lim | f(a) + 28 =@

T—a T—a Tr—a

(x —a)| = f(a) + f'(a) - 0= f(a). a

El reciproco no es cierto: una funcién puede ser continua en un punto y no ser derivable en ese
punto. Por ejemplo, la funcién

flx) =lzf,  f:R—R

es continua en todos los puntos, pero no es derivable en 0. Tiene derivadas laterales: la derivada
por la izquierda es —1 y la derivada por la derecha es 1. La funcién g : R — R dada por

() xseni sixz#0
xTr) =
g 0 siz=0

es continua en todos los puntos, pero en 0 no es derivable y ni siquiera tiene derivadas laterales.
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5.1.4. Ca&lculo de derivadas

Teorema 5.1.4 (operaciones algebraicas con funciones derivables). Sean D C R, a €
DND',ceRyf,g:D— R funciones derivables en a. Se tiene:

a) [+ g es derivable en a, con derivada (f 4 g)'(a) = f'(a) + ¢'(a).
b) cf es derivable en a, con derivada (c f) (a) = c f'(a).

¢) fg es derivable en a, con derivada (f g)'(a) = f'(a)g(a) + f(a) ¢'(a).

d) sig(a) # 0, entonces f/g es derivable en a, con derivada (f/g) (a) =

Demostracion. Se deducen facilmente de las hipdtesis y las siguientes propiedades:

(S +9)@) = (f+9)a) _ flz) = fla)  g(x)—gla)

a) =

@D _ S0~

c) f es continua en a y (fg)(ﬂ:; : if 9)(a) = f(a:)g(x;:zm +g(a) r—a

d) g(z) # 0 cerca de a; g es continua en a;

(f/9)(=) = (f/g)(a) o) f(z) — f(a) ~ fa) g(x) —gla)| 1

T—a r—a r—a g(x)g(a)

Ejemplos. (1) Teniendo en cuenta la férmula ciclotémica, se prueba que fijado n € N, la funcién
2™ es derivable en todos los puntos y su derivada en un punto x vale na" 1.
(2) Dados ¢, c1, ..., ¢, € R, la funcién

P(z) = cpa" + cp1z" 4 F g
es derivable en todos los puntos, y su derivada en un punto z vale
P'(z) = conz™ ' +cpoi(n— 1)z %+ 4.

Teorema 5.1.5 (derivacién de funciones compuestas: la regla de la cadena). Sean f :
D —-Ryg:E — R tales que f(D) C E y supongamos que f es derivable en un punto a y que g
es derivable en f(a). Entonces la funcidn compuesta g o f es derivable en a y su derivada en este
punto viene dada por la regla de la cadena:

(g0 ) (a) =g'(f(a)) f'(a).

Demostracion. Definamos h(y) = g(y)_g}((fga)), si y € E\ {f(a)}. Entonces, 11'?(1 )h(y) =
Yy — a y—f(a

g (f(a)). Definamos h(f(a)) = ¢'(f(a)), con lo cual tenemos h : E — R continua en el punto

f(a). Ademss,

ly— fa)lh(y) = g9(y) —9(f(a)) VyekE

En efecto: si y # f(a), es cierto por la definicién de h; si y = f(a) se trata de la igualdad 0 = 0.
En particular, para cada x € D se tiene f(x) € F, luego
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De aqui,
H) 2 10) gy - 0 DD =0y, (g
Pero
e lim f($) B f((l) — f’(a),

r—a T —a

e lim(ho f)(x) = (ho f)(a), ya que f es continua en a (por ser derivable) y h lo es en f(a).

r—a
Por consiguiente,

i 92D(@) = (g0 (@)

r—a Tr—a

= f'(a)h(f(a)) = f'(a)g'(f(a)) €R. O

5.1.5. Derivabilidad de la funcion inversa

Proposicién 5.1.6 (condicién necesaria para la derivabilidad de la funcién inversa). Si f
es una funcion inyectiva, derivable en un punto ¢, y su funcion inversa f~' es asimismo derivable
en b= f(c), necesariamente se tiene f'(c) # 0. Ademds

1

Y 0) = -~

7 0= 1
Demostracién. Aplicando la regla de la cadena a f~!o f = id, como la derivada de la identidad en
todos los puntos vale 1, queda

(F7) @) fe) = 1. O
Aplicacién. La funcién arcsen no es derivable en 1y —1.

Sin hipétesis adicionales, que la derivada no se anule no implica la derivabilidad de la inversa.
Un reciproco parcial, suficiente en la préactica, es el siguiente:

Teorema 5.1.7 (condicién suficiente para la derivabilidad de la funcién inversa). Sea f
una funcion continua e inyectiva en un intervalo I y sea J = f(I). Si f es derivable en c € T y
f'(c) # 0, entonces f=! es derivable en b= f(c) con derivada

/ 1
7)) =
(/) e
Demostracion. Senalemos primero que J es un intervalo abierto, puesto que f ha de ser estricta-
mente monétona. Ademds, sabemos que f~! es continua en b (aplicar el teorema de continuidad

de la funcién inversa). Para mayor comodidad, pondremos g = f~!. Con esta notacién, g(b) = c.
Definamos h : I — R haciendo, para cada x € I,

ORCI
h(z) = r—c 7
1'(c) siz=c

Evidentemente, h es continua en c.
Tomando ahora y € J distinto de b, sea x = g(y) € I, por lo que y = f(x) y © # ¢, lo que

permite escribir
gy)—glb) ~w—c 1 1

y=b  fl@)—flo h) hgy)

En resumen, para todo y € J distinto de b,

gly) —gd) 1
y—b h(g(y))
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Pero g es continua en b y h es continua en ¢ = g(b), luego ho g es continua en b, de donde podemos

concluir que existe

g/(b)zﬁmg(y)—g(b): 1 _ 1 1

y—=b  y—b h(g(d)) — h(c) — f'(e)
Nota. Repasando la demostraciéon, se observa que los mismos argumentos prueban en realidad lo
siguiente: dada una funcién inyectiva f : D C R — R, si f es derivable en un punto ¢ € D’ con
f'(c) #0,b:= f(c) € [f(D)]"y f~! es continua en b, entonces f~! es derivable en b = f(c) con
derivada

O]

Sy L
(f ) (b) - f’(c)'

No obstante, el enunciado previo es mas directo de utilizar en muchas aplicaciones practicas.

Ejemplos. (1) La funcién arcsen es derivable en (—1,1).
(2) Sean f(z)=¢€", f:R— R,y g(z) =logz, g:(0,00) — R.

e si sabemos que [ es derivable para cada x € Ry f'(z) = f(x), entonces deducimos que g es
derivable para cada z € (0,+00) y ¢'(z) = 1/x;

e si sabemos que g es derivable para cada x € (0,+00) y ¢'(z) = 1/, entonces deducimos que
[ es derivable para cada z € Ry f'(z) = f(x).

5.2. El teorema del valor medio

5.2.1. Extremos relativos y derivada nula

Definicion 5.2.1. Sea f : D CR — R y c € D. Diremos que f tiene un mdximo relativo en c
si existe un 6 > 0 tal que para todo x € D con |x —c| < § es f(x) < f(c) (también se dice que f
tiene un mdzximo local en c).

Diremos que f tiene un mdximo relativo estricto en c si existe un § > 0 tal que para todo
x€D con0<|x—c|<desf(x)<f(c) (también se dice que f tiene un mdzimo local estricto en
c).

Diremos que f tiene un minimo relativo en c si existe un § > 0 tal que para todo x € D con
|z —c| <0 es f(x) > f(c) (también se dice que f tiene un minimo local en c).

Diremos que f tiene un minimo relativo estricto en c si existe un § > 0 tal que para todo
x€D con0<|z—c|<des f(x)> flc) (también se dice que f tiene un minimo local estricto en
c).

Que f tiene un extremo relativo en c significa que tiene un mdxrimo relativo o un minimo
relativo.

Definicion 5.2.2. Sea S C R y ¢ € R. Diremos que ¢ es un punto interior de S si para algin
d > 0 se verifica que (c —d,c+9) C S.

Ejemplo. Si S es un intervalo, los extremos no son puntos interiores, mientras que los demaés
puntos si son interiores a S.

Proposicion 5.2.3. Sea f : D C R — R y ¢ un punto interior de D. Si f es derivable en c y tiene
en ¢ un extremo relativo, entonces f'(c) = 0.

Demostracion. Supongamos que f tiene en ¢ un maximo relativo (si tiene un minimo relativo solo
hay que cambiar de sentido algunas desigualdades o pasar a la funcién opuesta). Como ¢ es un
punto interior de D y f es derivable en ¢, se deduce que existen las dos derivadas laterales de f en
c. Ademsés,
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Pero segtn las hipétesis existen un §; > 0 tal que f(x) < f(c) siempre que z € Dy |z —c| < 01,y
un d3 > 0 tal que (¢ — d2, ¢+ d2) € D. Tomando § = min{d1, 2}, encontramos que

e siz € (c—d,c), entonces x € Dy f@) = f(©) >0,
x—c
e siz € (c,c+9), entonces z € Dy J@) = /() <0,
x—c
de donde se deduce que
o — i F@ 1@
T—C xr —cC
oy e F@) 1) _
fley= o ==e =%
y finalmente que f’(c) = 0. O

Nota. En la demostracién anterior solo se utiliza realmente que ¢ es un punto interior para poder
asegurar que tienen sentido las dos derivadas laterales, de modo que esta condicién puede sustituirse
por la (més complicada de enunciar) de que ¢ sea punto de acumulacién de los conjuntos DN[e, +00)
y DN (—o0,cl.

Cuando no se impone ninguna condicién de este tipo a ¢, el resultado es falso. Por ejemplo, la
funcién f(z) = x definida en el intervalo [0, 1] tiene extremos en los puntos 0 y 1, y f es derivable
en los dos puntos, pero su derivada no es 0, sino 1 en ambos.

Definicién 5.2.4. Sea f : D C R — R y ¢ un punto de D N D’'. Diremos que ¢ es un punto
critico de [ si f es derivable en ¢ y f'(c) = 0.

Corolario 5.2.5. Supongamos que f : D C R — R tiene un extremo relativo en un punto c.
Entonces, o bien ¢ es un punto critico de f, o bien ¢ no es un punto interior de D, o bien f no es
derivable en c.

Ejemplos. Examinese lo que ocurre en los extremos relativos de las siguientes funciones:

re[-1,1 —22cR;

)
)
c) x € [-1,1] = 23 € R;
)
)

5.2.2. Teoremas de Rolle y del valor medio (o de los incrementos finitos)

Teorema 5.2.6 (de Rolle). Sea f : [a,b] — R (donde a,b € R, a < b) una funcién continua en
[a,b] y derivable en el intervalo abierto (a,b) y supongamos que f(a) = f(b). Entonces existe al
menos un x € (a,b) tal que f'(x) = 0.

Demostracion. Puesto que f es continua en [a,b], tiene méximo y minimo absolutos en [a, b], por
el teorema de Weierstrass.

Si ambos extremos absolutos estdn en a y b, entonces f tiene que ser constante, ya que f(a) =
f(b). Y f" se anula en todos los puntos de (a,b).

En caso contrario, f tiene algtin extremo absoluto (que también es relativo) en un punto interior
x € (a,b). Y es derivable en z, as{ que sabemos que f’(x) = 0. O



5.3. APLICACIONES DEL TEOREMA DEL VALOR MEDIO 77

Geométricamente, que la funcién valga lo mismo en dos puntos obliga a que haya tangente
horizontal en algiin punto intermedio de la gréfica.

Nota. Una vez mas, si el dominio de f no es un intervalo el resultado no es cierto. Basta considerar
funciones definidas en un intervalo menos un punto para encontrar derivada distinta de cero en todo
el dominio aunque tengamos el mismo valor en los ‘extremos’; por ejemplo, la funcién valor absoluto
en [—1,0) U (0, 1].

Teorema 5.2.7 (del valor medio o de los incrementos finitos). Sea f : [a,b] — R (donde
a,b € R, a < b) una funcion continua en [a,b] y derivable en el intervalo abierto (a,b). Entonces
existe al menos un x € (a,b) tal que

f(b) = f(a) = f'(z) (b —a).
fb) = fla)

Demostracion. Basta definir en el intervalo [a, b] la funcién g(z) = f(x) — 2

cumple las hipétesis del teorema de Rolle. Por lo tanto, existe al menos un z € (a,b) tal que
b) — f(a
g'(x) =0, es decir, f'(x) = f([))f) O
—a

Dicho de otra manera, la variacion media de f en el intervalo coincide con la variacién ins-
tantanea en algtin punto del intervalo. Por ejemplo, si un vehiculo ha recorrido 180 km en 2 horas,
en algun instante ha marchado exactamente a 90 km /h.

Geométricamente, la pendiente de la cuerda que une los extremos de la grafica coincide con la
pendiente de la tangente en algin punto.

(x —a), que

5.3. Aplicaciones del teorema del valor medio

5.3.1. Funciones con derivada acotada y con derivada nula

Corolario 5.3.1. Sea f una funcion continua en un intervalo I y derivable en todos los puntos
interiores del intervalo. Si la derivada estd acotada, entonces f es uniformemente continua en I.

Demostracién. Hay alguna constante K > 0 tal que |f'(z)| < K en todo punto z interior a I. Sean
dos puntos cualesquiera a,b € I (por ejemplo, con a < b); como f es continua en [a,b] y derivable
en (a,b), serad

f®) = fla) = f'(2)(b - a)

para algun z € (a,b), y por lo tanto

[f(b) = fa)| < K[b—al.

Las funciones que satisfacen una desigualdad como esta se llaman funciones de Lipschitz. Y cual-
quier funcién de Lipschitz es uniformemente continua, ya que, dado € > 0, basta tomar 6 = ¢/K y
resulta que

a,bel, |b—al<do=|f(b)— f(a)] <e. O

Corolario 5.3.2. Sea f una funcion continua en un intervalo I y derivable en todos los puntos
interiores del intervalo. Si f'(x) =0 en cada x interior a I, entonces f es constante en I.

Demostracion. La funcién f toma el mismo valor en todos los puntos de I, pues dados dos puntos
cualesquiera a,b € I (por ejemplo, con a < b) como f es continua en [a, b] y derivable en (a,b), serd

f) = fa) = f'(z) (b—a)
para algun z € (a,b), por el teorema del valor medio. Por lo tanto,
f(b) = f(a) =0. 0
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Corolario 5.3.3. Sean f y g dos funciones continuas en un intervalo I y derivables en todos los
puntos interiores del intervalo. Si f'(z) = ¢'(x) en cada x interior a I, entonces hay una constante
c € R tal que f(z) = g(z) + ¢ en todo punto de I.

Demostracion. Basta aplicar el resultado anterior a la funcion f — g. O

Nota. Estas conclusiones no son aplicables a funciones cuyos dominios no son intervalos.

5.3.2. Signo de la derivada y monotonia

Corolario 5.3.4. Sea f una funcion continua en un intervalo I y derivable en todos los puntos
interiores del intervalo. Se tiene:

a) si f'(x) >0 en todo punto interior de I, entonces f es estrictamente creciente en I.
b) si f'(x) <0 en todo punto interior de I, entonces [ es estrictamente decreciente en I.
¢) f'(x) >0 en todo punto interior de I <= [ es mondtona no decreciente en I.
d) f'(z) <0 en todo punto interior de I <= f es mondtona no creciente en I.
Demostracion. a) Sean a,b € I con a < b. Como f es continua en [a, b] y derivable en (a,b), sera
fb) = fla) = f'(z) (b - a)

para algin x € (a,b), por el teorema del valor medio. Dado que z es interior a I, f'(z) > 0
por hipétesis, y se sigue

f(b) = f(a) >0,

o sea, f(a) < f(b), que es lo que necesitdbamos probar.

La demostracién de b) es similar, asi como las implicaciones = de ¢) y d). Falta demostrar
las implicaciones <= de ¢) y d). Supongamos, por ejemplo, que f es mondtona no decreciente en
el intervalo I. Si x es un punto interior de I, entonces existen y € I tales que = < y; para estos, se

tiene
fW) =) S
y—x
ya que f es no decreciente. Luego
y—at Y-
Esto demuestra la implicacién <= de c). La otra es andloga. O]

Nota. Sin embargo, los reciprocos de a) y b) no son ciertos. Si la funcién f es estrictamente
creciente en I, su derivada puede que se anule en algunos puntos (eso si, segin el apartado c),
f'(x) > 0 para todos los z).

Por ejemplo, la funcién f(z) = 23 es derivable en todos los puntos y estrictamente creciente,
pero hay algtiin punto donde su derivada se anula.

Aplicaciones. (1) Estudio de extremos absolutos y relativos.
(2) Obtencién de desigualdades.
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5.3.3. Propiedad del valor intermedio para derivadas

Si una funcién es la derivada de otra en un intervalo, puede que no sea continua (ver por
ejemplo [Ross, Ejercicio 28.4, pag. 160]). Pero en el siguiente resultado se prueba que, lo mismo que
las funciones continuas, tiene la propiedad de los valores intermedios.

Teorema 5.3.5 (del valor intermedio para derivadas). Sea f una funcion derivable en un
intervalo I. Si la derivada [ toma dos valores, toma también todos los valores intermedios; es
decir, sia,b € I, a <b, y X estd entre f'(a) y f'(b), existe al menos un x € (a,b) tal que f'(x) = \.

Demostracién. Supongamos, por ejemplo, que f'(a) < A < f/(b); si fuera f'(a) > X > f'(b) se
procederia de manera analoga.

Definamos la funcién g(x) = f(z) — Az, para = € [a,b]. Es una funcién derivable en [a, b], porque
lo es f. Ademads, ¢'(z) = f'(xz) — X para cada x € [a,b]. En particular, g es continua en [a, b], asi que
tiene minimo absoluto (por el teorema de Weierstrass). Ahora bien,

lim 9(x) = 9(a) =g (a) = f'(a) — X\ <0,

rz—at r—a

luego existe x € (a,b] tal que M < 0y, por lo tanto, g(x) < g(a). Esto significa que el
x —
minimo absoluto de g no estd en a. Analogamente,
. g(x) —g(b) ’ /
lim ="~ =¢(b) = f(b) = A >0
Jim == g (b) = f(b) :
—g(b
de donde se deduce que existe z € [a,b) tal que g(a:)g() > 0; como z — b < 0, resulta que
x p—

g(z) < g(b). Esto significa que el minimo absoluto de g tampoco esta en b.

Por lo tanto, el minimo absoluto de g esta en algin punto x € (a,b). Y como es un extremo
relativo de g en el interior del intervalo y g es derivable, se tendra ¢’(z) = 0, por la proposicién
Es decir, f'(z) = A. O

Notas. (1) Este resultado indica que, dada una funcién arbitraria g, puede que no exista ninguna
funcién derivable cuya derivada sea g (es decir, una funcion primitiva de g). Basta con que g no
cumpla la propiedad de los valores intermedios. Por ejemplo, la funcion

() 1 siz>0
xTr) =
g 0 siz<O

no es la derivada de ninguna funcién f : R — R.
(2) Cuando hayamos definido la integral, probaremos que cualquier funcién continua en un
intervalo tiene primitiva.

Corolario 5.3.6. Sea f una funcion continua en un intervalo I y derivable en todos los puntos
interiores del intervalo. St la derivada ' no se anula en ninguno de esos puntos, entonces la funcion
f es estrictamente mondtona en I (o bien estrictamente creciente o bien estrictamente decreciente).

Demostracion. Existen las siguientes posibilidades:
a) f’(x) > 0 en todos los puntos x interiores a I. En tal caso f es estrictamente creciente.
b) f'(z) < 0 en todos los puntos z interiores a I. En tal caso f es estrictamente decreciente.

c) Hay puntos x1, z2, interiores a I, tales que f'(x1) < 0 < f’(z2). Pero esto no puede suceder,
porque el teorema del valor intermedio para derivadas obligaria entonces a que la derivada se
anulase en algin punto entre x; y xo.

O]
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5.3.4. Teorema del valor medio generalizado. Regla de L’Hospital

Teorema 5.3.7 (del valor medio generalizado). Sean f y g funciones continuas en un intervalo
[a,b] (donde a,b € R, a < b) y derivables en el intervalo abierto (a,b). Eziste al menos un x € (a,b)
tal que

f'(@) [9(b) — g(a)] = ¢'(2) [£(b) = f(a)].

Demostracion. Basta definir en el intervalo [a, b] la funcién h(z) = f(x)[g(b) — g(a)] — g(z)[f(b) —
f(a)], que cumple las hipétesis del teorema de Rolle. Luego existe al menos un x € (a,b) tal

que h'(z) = 0, es decir, f'(x)[g(b) — g(a)] = ¢'(z) [f(b) — f(a)]. -

Proposicién 5.3.8 (regla de L’Hospital). Sean I un intervalo, f,g: 1 — R ya € RU {£o0}
un punto de acumulacién de I. Denotemos mediante s uno de los simbolos a, a™, a~. Supongamos
que:

a) [ yg son derivables en I\ {a} y ¢'(x) #0 en cada x € T\ {a}.

b) se verifica alguna de las tres condiciones siguientes:

e lim f(x) = lim g(x) = 0.
r—S

r—S
e lim g(z) = +o0.
r—3S

e lim g(z) = —cc.

r—3S
c) existe

G
:}:lg}g 7o) =L eRU{*o0}.

Entonces, eziste el limite de f(x)/g(x) y es igual a L:
!
tim 1) g L@ _

z—s g(z)  a—s g'(z)

Demostracién. Para empezar, veamos que basta considerar el caso a = 0y s = 07. En efecto, una
vez demostrado este caso se deducen los demas:

» Sia#0ys=a", hacemos el cambio y = x — a, aplicamos la regla en el caso conocido y
deshacemos el cambio:

flz) _ . fly+a) fly+a) . ()

Iim ——~ = lim 4+ = lim ——~ = lim .
z—at g(x)  y—0t gly+a)  y—ot ¢'(y+a) a—at ¢'(x)

m Sia€Rys=a", hacemos el cambio y = —z.
= Sia € Ry s=a, hacemos los dos limites laterales.

» Si a = £o00, hacemos el cambio y = 1/x; por ejemplo,

1

f@) o Q) e YAy )

1 = lim = = lim = lim .
a—too g(x)  y=0t g(1/y)  y=0t —5g'(1)y)  w—0t ¢'(L)y)  a—too g'(2)

Asi que a partir de ahora, suponemos que a =0y s = 0".

Aparte de esto, el caso h’m+ g(x) = —oo se deduce del caso ll'm+ g(x) = 400 tomando la
z—0 z—0
funcién G(x) = —g(z) en lugar de g, y el caso L = —oo del caso L = 400, tomando la funcién

F(z) = —f(z) en lugar de f.

En resumen, solo necesitamos considerar los siguientes casos:
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a) lim f(z) = lim g(z) =0.

z—07t z—0*t
, B Y HCON
b) xli%lJr g(x) =400y IEIél+ @) LeR.
/
c) lim g(z)=+ocoy lim J(z) = +o00.

z—07F z—07F g’(w)

a) Supongamos que Hm+ flz) = Hm+ g(x) = 0. Definamos las siguientes funciones:
z—0 z—0

Flz) = flx) siz>0, xzel
0 si x = 0.

Gla) = {g(m) s%:v >0, xel
0 six = 0.
Las dos funciones F' y G son continuas en 0 por la derecha y derivables en I\ {0}. Ademds, del
teorema de Rolle se deduce que para cada = > 0 tiene que ser G(z) # G(0), ya que de lo
contrario se tendria 0 = G'(¢) = ¢'(c¢) para algiin c.
Por el teorema del valor medio generalizado, para cada « > 0, x € I, existe algiin c tal

quel<c<zy

f@) _ Fl)~F(O) _F'¢) _ o)

g(z)  G(z)-G(0O) G'(c) d(c)
Ahora sea (z,,) C I una sucesién cualquiera tal que x,, > 0 para todo n € Ny z,, — 0. Si para
cada n € N tomamos un ¢, que cumpla la férmula anterior, entonces ¢, — 07 y

x (¢
lim f(@n) = lim f/( n) =
n g(Tn) n g'(cn)
Por la caracterizacion de limites mediante sucesiones, deducimos que

lim @ = L.
e—0+ g()
b) Supongamos que lim g(x) = +oo y que lim I'(z) =LeR.
z—07F z—07F gl(iL‘)

Dado que ¢'(z) # 0 para todo € I, x > 0, deducimos del teorema de Rolle que g es
inyectiva en I N (0, 4+00).
Para cada par de puntos distintos x,y € I positivos, podemos escribir

flz) _ f@) = f) 9(x) —9(y)  f)

g(x)  gx)—gly)  glx) g(x)
Por el teorema del valor medio generalizado,

f@) _ o (,_9wY [y
g@>‘¢@><1 mw>+gu>
RN
‘ywr*wm{ 70 “”*fwﬂ
para algun ¢ comprendido entre x e y. Por lo tanto,
f@ | _|fQ L[ e
o) 70 L*mw{ 70 “”*f@ﬂ
o) e
Sre 4+mmﬂ[¢@‘m@”+”@ﬂ
f'le) LT f o) ] .
<| B9 -l s (|59 - 2]ttt + 121wl + )
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Sea ¢ > 0. Existe algin r > 0 tal que
f'(e)
g'(c)

Fijemos y = r. Ahora existe algiin § > 0, con ¢ < r, tal que

£ .
3 si0<c<r.

~1]<

o) > 2 [l + 1Ll o)l + 150)] . o<z <s

Entonces, para cada 2 con 0 < 2 < 0 se tiene (teniendo en cuenta que 0 < x <c <y =r)

f(x) ‘ f'(c) ' 1 [ f'(e) ‘ € €
DA _pf< |58 -1f+ D — 1) gl + 121 o) +1£)I| < S+ 5 =
9(x) g'(c) lg9(z)| L] 4 (c) 22
Esto prueba que
m &) _
a—0t g(x)
) -~ . fl=) iy
¢) Supongamos que lim g(x) = +o0 y que lim = 4o00. Volvemos a la expresiéon
z—0t z—0t g'(7)
fl@) _ fle) <1 B g(y)> pAC)
9(x)  g'(c) 9(z))  g(z)’
donde c estd comprendido entre x e y. Dado M > 0, existe algtin ntimero r > 0 tal que
f'(c) .
>2(M + 1), si0<c<r.
g'(c) ( )
Fijamos y = r y ahora existe algin §; > 0 tal que
1
1 g(r>>—, si0<x<dy
g(x) = 2
y también algin do > 0 tal que
f(T)>—1, si0 << 0s.
g(x)

Elegimos § = min{r, d1,d2}. Para cada = con 0 < z < ¢, teniendo en cuenta también que 0 < z <
c <y =r, resulta que
f@) _ fle) <1 B g(?“)) f(r) 1

o)t T AM A g 1=

g(x)  d(c)

Esto prueba que

lim @ = +00. O
z—0+ g()

Corolario 5.3.9. Sea I un intervalo, a € I, f una funcion definida en I. Supongamos que:
a) f es continua en a;
b) para algin r >0, f es derivable en {x € I : 0 < |z —a| <r};

c) eriste lim f'(x) = c.
T—a

Entonces f es también derivable en a y f'(a) = c.

Demostracion. Basta aplicar la regla de L'Hospital a las funciones F' y G dadas por F(z) =
f(x) = f(a), G(z) = x — a. O
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5.4. Aproximacion polinémica local

5.4.1. Desarrollos polinémicos. Teorema de Taylor-Young

Definicién 5.4.1 (derivadas de orden superior). Sea f una funcion derivable en un conjunto
D. Dado ¢ € DN D', sila funcion derivada f' es derivable en ¢ diremos que f es dos veces
derivable en ¢, y a la derivada de f' en ¢, que denotaremos por f"(c), la llamaremos derivada
segunda de f en c.

Diremos que f es dos veces derivable en un conjunto D si f es dos veces derivable en cada
punto de D. Si esto sucede, la funcion " definida en D asociando a cada x € D el valor f"(z) se
denomina funcion derivada segunda de f en D.

Reiterando, se define para cada n € N el concepto de funcion n wveces derivable en un
punto, en un conjunto, la derivada de orden n en un punto, que se escribe f(")(c), y la funcion
derivada de orden n.

Ejercicio (derivadas sucesivas de un producto: regla de Leibniz). Sea I un intervalo, ¢ un
punto de I, f y g funciones definidas en I. Dado n € N, si f y g son funciones derivables hasta el
orden n en el punto ¢, entonces el producto fg es derivable hasta el orden n en el punto ¢, y se

tiene
n

RICES S W FICP !

k=0

Teorema 5.4.2 (de Taylor-Young). Sea I un intervalo, ¢ un punto de I, f una funcion definida
en I. Supongamos que f es derivable en todos los puntos hasta el ordenn—1 (n>1) y que existe
f®™(e). Entonces

F™ ()

n!

_ (o)

5 (I.fc)2f...f

z—c (x — ¢)

, 1

lim ——— [f(fﬂ) — fle) = f'(e)(z —¢) (z — C)”] = 0.
Demostracion. Lo probaremos por induccién sobre n. Fijados I y ¢ € I, sea P, la propiedad: “dada
una funcién f : I — R derivable en todos los puntos hasta el orden n — 1 y tal que existe f) (o),
se verifica

(e (n)c
f()(x—C)Q—'--—f ()

2 n!

a—c (x — ¢)

Hm17lF@W—ﬂ®—f%Mw—d— u—ww]:Ut

La propiedad P; es cierta, puesto que tenemos entonces una funcién f derivable en c¢ y, por la
definicién de derivada en un punto, sera

L ) - £0) - PO - 0] = tim | LB =S

!
im — f(c)| =0.
tim S e f(ﬂ
Veamos ahora que si es cierta Py, también lo es P,41. Sea f : I — R una funcién derivable en
todos los puntos hasta el orden n y tal que existe f("*t1)(¢). Su funcién derivada f’: I — R es una
funcién derivable en todos los puntos hasta el orden n — 1 para la que existe la derivada de orden
n en c. Aplicando la hipétesis de induccién a f,

///C (n+1)c
tim |70 = 0~ -0 - T o - —fm<>@_fw]—a
Definamos F': I — R por
_ / f"(c) " (e) n T () n
F(z) = f(z) = f(c) = fi(c)(z — ) — B (x—0)2—“'—T(3?—C) —m(x—c) .
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La funcién F es derivable en cada x € I con derivada

" (n+1)
) = @)~ ')~ ") — )~ 0D @ e - D (e
teniendo en cuenta la regla de L’Hospital se deduce que existe
; 1 ) f// f(n—',—l) .
lin o [£0) = 50 = P =0 = 5 o e - LS @ g
e F@) F(x) _
S e TG Do -

Podemos expresar el teorema de Taylor- Young de otras formas, introduciendo algunos conceptos
nuevos.

Definicion 5.4.3. Dada una funcién f derivable n veces en un punto c, se llama polinomio de
Taylor en c de orden n al polinomio

f"(c)

5 (x—c)? 4+ +

Poef(x) = f(e) + f(e)(w — o) +

(ndtese que se trata de un polinomio de grado menor o igual que n).

Entonces, la férmula del teorema de Taylor-Young se puede escribir asi:

f(.T) - Pn,c,f(x)

i =0.
a:liri (a; — C)n
Si definimos P
f(x) n,c,f(x>’ sip 7& c
W)= (@
0, siz=c

entonces la férmula del teorema de Taylor-Young es:

f(x) = Pycr(x) + (z —c)"u(z),

con una funcién u continua en ¢y u(c) = 0. También se suele usar la notacién “o pequena” de
Landau:

Definicién 5.4.4. Si f y g son dos funciones, se dice que f(x) = o(g(x)) cuando x — ¢ si

tim 80 =0

También se escribe f(x) = h(x) + o(g(x)) si f(z) — h(z) = o(g(x)), es decir, si
lim —————= =

T—c g(x)
Con esto, la férmula del teorema de Taylor-Young es

f(x) = Ppcr(x) +o((x—c)), T — c.

Es interesante saber que para una funcién dada solo puede haber un polinomio de grado
menor o igual que n que cumpla esa condicién, como pasamos a demostrar.
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Proposicién 5.4.5 (unicidad de la aproximacién polinémica). Sea I un intervalo, ¢ € I,
f: I — R, neN. Supongamos que existen polinomios P y @ de grado menor o igual que n tales

que
o f@) = P@)

T—cC (x — c)n T—cC (x — c)" B

Entonces P = Q).

Demostracion. Como P — @ es un polinomio de grado menor o igual que n, se tendrd que

P(z)—Q(z) =by+b1(z —¢c)+ -+ by(x — )"

para ciertos coeficientes bg, b1, ..., by. Y como
i P& = Q@) _ o @) — Q@) [f(z) — P@)] _
T—cC (33 — C)n z—c ($ _ C)n

resulta en primer lugar que
P(z) —
bp = lim[P(z) — Q(z)] = lim Pla) = Q). (x—c)" =0.

T—cC T—C (1’ — c)”

Luego realmente

Pero entonces

P(x) — P(x) —
bl — l{im (.%‘) Q(.%') — l{m (1’) (l‘) ($ _ C)n—l _ O,
T—c Tr—c a—c  (x — C)"
y reiterando el proceso,
b2 — = bn = 07

es decir, P = Q.

O

Este resultado permite denominar a P el desarrollo polinémico de f de orden n en el
punto ¢ (se usa también el nombre de desarrollo limitado). No toda funcién admite un desarrollo
polinémico; el teorema de Taylor-Young da una condicién suficiente, aunque no necesaria, para

su existencia.

Ejemplos. (1) La funcién

1
cosz+adsen— sixz#0
flx) = x

1 sizx=0

no tiene derivada segunda en el origen, pero es ficil comprobar que

flz)=1- %3132 +0(1‘2)

cuando x — 0.
(2) La funcién

o) = {x2 logx six#0

o siz=0

es derivable en el origen, y por tanto admite un desarrollo polindmico en el origen de orden 1. Sin

embargo, no admite desarrollos polinémicos de orden superior a 1.



36 CAPITULO 5. DERIVACION

Observacion. En algunas ocasiones, podemos calcular derivadas n-ésimas en un punto a partir
del teorema de Taylor-Young y de la unicidad del desarrollo. Por ejemplo, sea f(z) = 1/(1 — ).
Como

1 7
— = l+4ar+a? a3+t + a5+ i
1—=z 1—=z
27
V1 es una o(2°%) cuando = — 0, se deduce que
—x
Poo () =1+x+2? +2° + 2" +2° + 25
Es decir,

£0) = f/(0) =1, f"(0) =2, f"(0) =3, fD0) =4, f®(0) =5 f50) =6

Si conocemos el desarrollo polindémico de la derivada de una funcién podemos obtener facilmente
un desarrollo polinémico para la funcién misma. Concretamente:

Proposicion 5.4.6. Sea I un intervalo, c€ I, f : I — R, n € N. Supongamos que f es continua
en I y derivable en I\ {c}. Si

f@)=a+a@—c) + - +anx - +o((x -, z—c
entonces

ax Gn

fl@) = fle) +aole =)+ (=) 4o+ =

(z—o)" M +o((x—ec)"™), z—ec

Demostracién. Es una consecuencia inmediata de la regla de L’Hospital

lim f(x) — f(c) —ap(x —c) — "2—1(:5 70)2 e naﬁl(x _ C)n+1
T—c (x_c)n+1

— lim f/(m)*aofal(xfc)*"'*an(x—c)” _

B ”lﬁﬂc n+1)(z—0c)" 0. =

5.4.2. Aplicacién al calculo de limites

Corolario 5.4.7. Sea I un intervalo, ¢ un punto de I, f una funcion definida en I. Supongamos que
f es derivable en todos los puntos hasta el orden n—1 (n > 1) y que existe f™(c). Si f™(c) # 0,
entonces

" (n—1) (n)
f@)= 5@ - e -T @opo L et D o
Demostracion. Basta tener en cuenta que para x — c,
f@%ﬁ@—f@@—@—i@@—@%~~—%j@@—@%l1
(F@ () /nd) (z — o) B
@ IO O = TP oo - S e .

(f™(e)/nh) (@ — o)

Nota. Las equivalencias que vimos para funciones elementales se obtienen como caso particular de
este corolario, conociendo los valores de las derivadas de tales funciones. Ademds, podemos ‘afinar’
esas equivalencias, lo que resulta especialmente 1til cuando hay que manejar sumas o diferencias
de funciones conocidas.
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Observacion. Este resultado, junto con el teorema de Taylor-Young, permite en muchos casos
resolver con comodidad indeterminaciones del tipo “0/0” en el cdlculo de limites. Disponemos asi de
procedimientos que en algunos casos sustituyen con ventaja a la aplicacién repetida de la regla de

L’Hospital

Ejemplo. Calculemos el limite

2_ 1.6
(senz —x)° — 5z

lim S
r—0 X

Para empezar, utilizando el teorema de Taylor-Young, se deduce que

1 1
senx = — 6$3 + mmj + o(z®),
cuando z — 0. Por lo tanto,
1 1
senx —x = —6$3 + mx5 + o(z°),

cuando z — 0. Elevando al cuadrado, es facil comprobar que

1 1
(senz —x)? = %xG — %xg + o(2®)
cuando = — 0. Entonces,
(senz — z)? — Za® 1 o(z®)
8 360 2B
cuando z — 0 y, finalmente,
lim (senz — z)? — £a® _ _i.
z—0 a8 360

5.4.3. Formula de Taylor con resto
Seguimos la exposicién del [OrTEGAL pag. 119 y siguientes].

Teorema 5.4.8 (de Taylor). Sea f una funcién n+1 veces derivable en un intervalo I. Entonces,
dados a, x € I, se cumple

F"(a)

n!

Fa) = F(@) + @)z —a) + L0 e a)? oy

(x —a)” + Ry(x,a)

donde R,(x,a) (resto de Taylor o término complementario) es una funcion que depende de
x y de a y que puede expresarse de las siguientes formas:

a) Término complementario de Lagrange:

Eziste un punto s interior al intervalo de extremos a y = [equivalentemente: existe un s =
Aa+ (1 =Xz con X € (0,1)] tal que

f(n+1)(s)

R, (x,a) = m

(33 _ a)n—i—l.

b) Término complementario de Cauchy:
Eziste un punto c interior al intervalo de extremos a y x [equivalentemente: existe un ¢ =
Aa+ (1 =Xz con X € (0,1)] tal que

(n+1) (o
Ry (z,a) = fn'() (x —a)(x—c)".
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Demostracion. Esta claro que

(") (q
(a:—a)2+~--+fn!()(:c—a)"

Rale,) = £(2) ~ [ F(a) + F @) ) + 10

Lo que hay que probar es que R,(x,a) puede escribirse de las formas anteriores (férmulas de
Lagrange y de Cauchy, respectivamente).
Definamos h : I — R de la siguiente manera:
"(¢ (n=1) (¢
) = 10+ =070 + o= P50 4 @
(obsérvese que la variable es t, y que x es una constante). Segun las hipétesis, h es derivable en I.
Ademés, para cada t € I,

W(t) = £1(t) + [£/(1) + (@ =0 7"(0)] + [—&v — 00 + (@ - tVfW(t)] i

W S (2)

n!

2
(n—1) (n) (n) (n+1)
4——@—&”%%f;?+®—®”4£—%|*“”‘”m4£—q;+@_”mfnﬁﬂ

=(z—1)

Demostremos ahora las férmulas de Lagrange y de Cauchy, empezando por esta tltima.
(b) Por el teorema del valor medio, existe algiin ¢ comprendido entre = y a tal que
h(xz) = h(a) + k'(c)(z — a), es decir,

n!

W (a)

n!

F@) = F@) + (@ —a)f(@) + (@ -0 4y e —a)

2
)
n!

n—1 f(nil) ((L)

(n—1)! +(z—a)

+(z—c¢) (x —a).

Esto demuestra la férmula de Cauchy para el resto R, (x,a).
(a) Ahora consideremos la funcién g(t) = (x — t)"T!. Por el teorema m del valor medio
generalizado, existe algiin s comprendido entre x y a tal que

h(z) —ha) _K(s)  (z—s)"f" () fOHD(s)

g@)—g@) g6s)  nlntDa—sr (n+1l’
es decir,
B B f(n+1)(s)
f(z) = h(z) = h(a) — m[g(ﬁ) —g(a)]
"(q (n=1)(q () (q
= fla) + (z —a)f'(a) + (x—a)2f2() +-+ (as—a)”_lf(n_ 1()|> + (x—a)nf n'( )
F(s) n
(n+n!@_a)ﬂ'
Esto demuestra la férmula de Lagrange para el resto Ry, (z,a). O

El resto de Taylor es el error cometido al sustituir la funcién por su polinomio de Taylor.
El teorema anterior proporciona expresiones explicitas del resto, muy utiles en la practica para
controlar ese error. Notese que los resultados obtenidos pueden reescribirse del siguiente modo:

/ ) (q L (g .
) = f0)+ Fa)a—a)++ I @ oy + T @ = ot
(n)a (TL 1)0
:f(a)+f/(a)(x—a)—|—..._|_f (>(x_a)n+w($_a)($_c)n

n! n!
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para s, ¢ adecuados.

La férmula de Taylor-Young nos daba también una expresién del resto de Taylor, aunque menos
informativa sobre su ‘tamano’: tan solo da idea de su comportamiento en el limite (aunque con
menos exigencias sobre la funcién).

Aplicaciones. (1) Célculos aproximados [OrTEGA, pag. 123].
(2) Demostracién de algunas desigualdades [OrTEGAL pags. 124-125].
(3) e es irracional.

Nota. La férmula y el polinomio de Taylor se llaman de Taylor-Maclaurin en el caso particular
a=0.

ALGUNOS POLINOMIOS DE TAYLOR-MACLAURIN

FUNCION POLINOMIO DE TAYLOR-MACLAURIN RESTO
! I+az+a?+a° 4. 42" B —
1-x (1 —t)n+2
e 1+x+%x2+%x3+'~+%x” (nf:l)!nﬂ
log(1 + z) T — %5E2 + %x?’ - i$4 + -t (_112;“1‘” n —f—_li)(zqi::)lnﬂ
(1+z)~ 1+ az+ OZ(O;!_DQUQ +---+ (Z) " (nil) 13 e jc;:ila
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5.4.4. Extremos relativos

Recordemos que, por definicién, una funcién f : D — R tiene en un punto ¢ € D un maximo
relativo si existe un § > 0 tal que para todo z € D con |xr —a| < d es f(a) > f(x). Se dice que
el maximo relativo es estricto si existe un 0 > 0 tal que para todo z € D con 0 < |z —a| < 0 es
f(a) > f(x). Andlogamente, f tiene un minimo relativo en a si existe un § > 0 tal que para todo
x €D con|r—al <des f(a) < f(x). Y es un minimo relativo estricto si existe un § > 0 tal que
para todo z € D con 0 < |[x —a| < d es f(a) < f(z). Se dice que f tiene un extremo relativo en a
si tiene en a un maximo relativo o un minimo relativo.

Habiamos visto el siguiente resultado:

Proposicion 5.4.9. Sea f : D C R — R y ¢ un punto interior de D. Supongamos que f es
derivable en c. Entonces, si [ tiene en ¢ un extremo relativo, necesariamente f'(c) = 0.

Tenemos asi una condicién necesaria para la existencia de extremos relativos que, segiin sabemos,
no es condicién suficiente. Usando el teorema de Taylor-Young se puede dar una condicién suficiente
mediante las derivadas de orden superior.

Teorema 5.4.10 (condiciones para la existencia de extremos relativos). Sea f una funcion
derivable n — 1 veces (n > 1) en un intervalo abierto I; sea a € I tal que existe f™(a) y ademds

fila)=f"(a) == f"a) =0, f"(a)#0.
Entonces:

a) n par, f™(a) >0 = f tiene en a un minimo relativo estricto;
b) n par, f™(a) <0 = f tiene en a un mdzimo relativo estricto;

¢) n impar = f no tiene un extremo relativo en a.

Demostracion. Observemos que podemos aplicar el corolario y, por lo tanto,

"(a (n=1)(q4 (") (q
f@)-f@-r@e-a- 5 -ape s LD gt B o, s
Como

f'(@)=f"(a) == f""(a) =0,
quedara .

flx)—=f / n!(a) x—a)", T — a,

de donde
@)~ f@) )
ima (z—a)n nl

Puesto que f(")(a) % 0 se sigue que, para algun r > 0, se cumplird para todo z € I con 0 <
|z —a| <7 que

f"(a)

f&) = fla) = signo o signo £ (a).

(z —a)"

Estudiemos ahora los distintos casos posibles.

signo

a) Sinespary f™(a) >0, paralosz € I con 0 < |z —a| <7 es

sgno( /(o) - f(@) =signo 1= L)

ya que por ser n par, se tiene (x —a)” > 0. Luego para todo z € I con 0 < |z — a|] < r queda

f(@) > f(a)

y f tiene en @ un minimo relativo estricto.

= signo £ (a).
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b) Si n es pary f) (a) < 0, se procede de la misma manera y se llega a que f tiene en a un
maximo relativo estricto.

c) Si n es impar, entonces (r —a)® < 0siz < a;y (z —a)” > 0si x> a. Luego f(z) — f(a)
tiene un signo si z € I N (a —r,a) y el signo contrario si € I N (a,a+ ). Por lo tanto, f no
tiene un extremo relativo en a.

O]

5.4.5. Convexidad y concavidad

Sea I un intervalo y f: I — R una funcién. Recordemos que si a y b son dos puntos distintos
de I, la recta (en R?) que pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)) tiene la ecuacién:

y@) = (@) + 1O TD )
0, de otra manera,
f(b) — f(a)

Definicion 5.4.11. Sea f : I — R, I un intervalo. Se dice que f es convexa en I si para
cualesquiera a, b, ¢ € I tales que a < ¢ < b se tiene

(es decir, la grifica de f estd por debajo de todas las cuerdas) o, lo que es igual,

fle) = fla) _ f(b) = f(a)

c—a - b—a

(es decir, la pendiente de la cuerda crece al crecer una de las abscisas).
Se dice que f es concava en I si para cualesquiera a, b, ¢ € I tales que a < ¢ < b se tiene

o0, lo que es igual,

fle) = fla) _ f(b) = f(a)

c—a —  b—a

Observacion. Que c € (a,b) equivale a que ¢ = Aa+ (1 — A)b, con A € (0,1). Es fécil ver entonces
que

P71 (e —a) <= fe) < Af(a) + (1= N F(b).

Funcidon convexa y funcion concava
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El siguiente resultado se deduce inmediatamente de las definiciones.

Proposicion 5.4.12. Sea f : I — R, I un intervalo. La funcion f es concava en I si y solo si
—f es convexa en I.

Teorema 5.4.13. Sea f una funcion derivable en un intervalo I (derivable lateralmente en los
extremos si estos pertenecen al intervalo). Son equivalentes:

a) [ es convexa en I;
b) “la grdfica de f estd por encima de sus tangentes”:

f(b) > f(a) + f'(a)(b—a) Vabel,

c) f' es no decreciente en I.

Demostracion. (a) = (b): sean a,b € I; supongamos que a < b. Entonces, V = € (a,b) se tiene

fx) = fla) _ f(b) = fla),

x—a - b—a '’

puesto que f es derivable en a, haciendo z — a™ se obtiene

f(0) = f(a)

Fla) < ==

y como b —a > 0, resulta f'(a)(b —a) + f(a) < f(b), como tenfamos que demostrar.
Si, por el contrario, b < a, entonces se tiene para todo x € (b, a)

£y < 1)+ N0TO ) ) OO, )
de donde, haciendo x — a~,
s IO = f@)

y como b — a < 0, resulta también en este caso f'(a)(b—a)+ f(a) < f(b).
(b) = (¢): sean a,b € I, a < b. Por hipétesis,

f'(a)(b—a) < f(b) - f(a)

y, cambiando los papeles de a y b,

f(0) = f(a) < f'(b) (b~ a);
luego f'(a)(b—a) < f'(b)(b—a) y, por ser b—a >0, f'(a) < f'(b). Es decir, f’ es no decreciente.
(¢) = (a): sean a,b,c € I, a < ¢ < b. Por el teorema del valor medio,
3 a € (a,) tal que () — f(a) = f'(a)(c—a);
3 B8 € (c,b) tal que f(b) — f(c) = f'(B)(b—c).
Por hipétesis, f'(a) < f/(3), luego
fb) = f(a) = f(a)(c—a) + f/(B)(b—c)

> f'(@)(c—a)+ f'(a)(b—c) = f'(a)(b—a) = fle) — fla)

cC—a

(b—a);

como b — a > 0, se deduce que
fle) = fla) _ fb) — fla)

c—a - b—a

Y f es convexa. 0
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Corolario 5.4.14. Sea f derivable en un intervalo I (derivable lateralmente en los extremos si
estos pertenecen al intervalo). Son equivalentes:

a) f es concava en I;

b) “la grdfica de f estd por debajo de sus tangentes”:
f) < fla) + fi(a)b—a)  Vabel

¢) f' es no creciente en I.

Corolario 5.4.15. Sea f derivable dos veces en un intervalo I. Son equivalentes:
a) [ es convexa en I;
b) f'(x)>0 Vaxel.

Corolario 5.4.16. Sea f derivable dos veces en un intervalo I. Son equivalentes:

a) f es concava en I;

b) () <0 Vaxel.

Definicion 5.4.17. Sea f una funcion y sea a € dom f. Se dice que f tiene en a un punto de
inflexion si existe 6 > 0 tal que (a—0d,a+9) C dom f y o bien f es convexa en (a—9,a] y cdncava
en [a,a+0), o bien es concava en (a — d,a] y convexa en [a,a + 0).

Proposicion 5.4.18. Sea f : D C R — R y a un punto interior de D. Supongamos que f es
derivable en un intervalo abierto I C D tal que a € I. Entonces, si f tiene un punto de inflexion
en a y existe f"(a), necesariamente f"(a) = 0.

Demostracion. Por hipétesis existe d > 0 tal que f es convexa en (a—d,a] y céncava en [a,a+0) (si
es al revés, se procede de manera andloga). A su vez, para algin o > 0 se tendra (a — 0,a+ o) C 1.
Haciendo r = min{Jd, o}, la funcién f es derivable en (a — r,a + r) C I, convexa en (a — r,a] y
coéncava en [a,a + r).

En consecuencia la funcién f’ es monétona no decreciente en (a —r,a] y mondtona no creciente
en [a,a+7), por lo que tiene en a un maximo local; como f’ es derivable en a, su derivada se anula;
es decir, f”(a) = 0. O

Observacién. Aun suponiendo que f sea derivable en a, que f tenga en a un punto de inflexién
no tiene ninguna relacién con el valor de f’(a) y, en particular, no tiene por qué ser f’(a) = 0.

Proposicién 5.4.19 (condicién suficiente para la existencia de puntos de inflexién). Sea
f una funcion derivable n — 1 veces (n > 3) en un intervalo abierto I; sea a € I tal que existe
™ (a) y ademds

fa)=f"@)=-=f""a)=0, f"(a)#0.

Si n es impar, entonces f tiene en a un punto de inflexion.

Demostracién. Por el corolario [5.4.7|(aplicado a la funcién f”),

(f)" ) (a)

(7’L _ 2)| (ﬂj - a)n—Q,

f(z) ~

luego

" (n)

o @ 19
M (no2)
y f"(x)/(x — a)"2 tiene signo constante en (a — §,a + §) \ {a} para algin § > 0; por ser n — 2
impar, resulta que f” tiene un signo en (a — 4, a) y el otro en (a,a+9). Como f”(a) = 0, se deduce
que o bien f es convexa en (a — d,a] y céncava en [a,a + §) o al revés. Es decir, f tiene un punto
de inflexién en a. O

70
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Corolario 5.4.20. Sea f una funcion derivable n — 1 veces (n > 3) en un intervalo abierto I; sea
a € I tal que existe £ (a) y ademds

fla)=f"(a)=---=f"D(a)=0, ["(a)#0.

Sin es impar, entonces f tiene en a un punto de inflexion con tangente horizontal y no un extremo
local.

Demostracion. Ver el resultado anterior y el teorema [5.4.10 O

5.4.6. Representacion grafica de funciones

Si f es una funcién real de una variable real, su estudio y representacion grafica puede sis-
tematizarse en los siguientes pasos (de los que han de llevarse a cabo tan solo los que resulten
imprescindibles para responder a las cuestiones que se traten de resolver, y siempre de la manera
mas sencilla posible):

1) Generalidades.

a) Determinacién de su dominio.

b) Simplificacién del estudio: paridad [f(—z) = f(z)] o imparidad [f(—x) = — f(x)]; perio-
dicidad [f(x 4+ p) = f(z)]. Otras simetrias. Regiones planas sin puntos de la gréfica.

c) Limites de la funcién en puntos del dominio; continuidad.

d) Limites de la funcién en los puntos de acumulacién del dominio que no pertenezcan a
él. En particular, asintotas verticales: si para algiin punto a de acumulacién del dominio
de f se cumple lim f(x) = 400, la recta x = a es una asintota vertical (lo mismo si el

T—a—
limite es —oo o si el limite es por la derecha).

e) Comportamiento en el infinito: asintotas horizontales y oblicuas.

e Siel dominio de f no estd acotado superiormente y para algin b € Res lim f(x) =

r——+00
b, la recta y = b es una asintota horizontal.

e Si existen a,b € R tales que h’I_iI_l [f(z) — (ax +b)] =0, la recta y = ax + b es una
T—T00
asintota oblicua. En este caso,

=1 b= 1 —ax|.
o= lm ==, LAm [f(z) — ax]

Una asintota horizontal es un caso particular de asintota oblicua, con a = 0.

.. ; €T . . C
e Siexistea € Rtal quea = 1151_1 &, la recta y = ax es una direccion asintotica de
T—1T00 T
la gréfica (aun cuando no exista asintota). En este caso, si h’IJ'I_l [f(z) — az] = +o0
T—100
se dice que la grafica de f tiene una rama parabdlica de direccién asintotica y = ax.

e Lo mismo para z — —oo (si el dominio de f no estd acotado inferiormente).

f) Crecimiento y decrecimiento.
2) Estudio de la derivada.

a) Derivabilidad de la funcién. Puntos con tangente vertical.

b) Signo de la derivada: crecimiento y decrecimiento; extremos relativos y absolutos.

c) Crecimiento y decrecimiento de la derivada: convexidad y concavidad; puntos de infle-
xion.

d) Puntos criticos o singulares.
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3) Estudio de la derivada segunda.

a) Existencia de la derivada segunda.

b) Signo de la derivada segunda: convexidad y concavidad; puntos de inflexién.

4) Otras consideraciones: valores particulares de la funcién o de sus derivadas; cortes con los
ejes; cortes con las asintotas.
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