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Capitulo 4

Continuidad

4.1. Limites de funciones reales de una variable real

4.1.1. Definicién de limite de una funcién. Unicidad del limite. Limite por su-
cesiones

Definicion 4.1.1. Dado a € R, llamaremos entorno de a a todo conjunto V- C R para el que
exista algun € > 0 de manera que V' contenga al intervalo (a —e,a+¢). Si V es un entorno de a,
diremos que el conjunto V' \ {a} es un entorno reducido de a.

Ejemplos. a) Sib < a < ¢, los intervalos (b,c), [b,¢), (b,c] y [b,c] son entornos de a. También
lo son los intervalos (b, +00), [b, +0), (—00,¢) v (=00, ¢].

b) Todo conjunto que contenga un entorno de un punto es a su vez entorno de ese punto.

Definicion 4.1.2. Sea A C R, a € R; a es un punto de acumulacion de A si todo entorno
reducido de a contiene puntos de A; equivalentemente, si para cada € > 0 existe algin y € A tal
que y # a, ly —al < g, o sea, tal que 0 < |y —a| < e.

El conjunto de puntos de acumulacién de un conjunto A suele denominarse conjunto derivado
de A y representarse por A’.

Informalmente, a € A’ si y solo si hay puntos de A, distintos de a, arbitrariamente préximos al
punto a.

Ejemplos.  a) Si A es finito, A’ = 0.
b) N=7 =0, Q =R,
c) (a,b) = la,b]' = [a,b)].
d) SiA={1/n:neN},0e€ A (aunque 0 ¢ A) y 1 ¢ A" (aunque 1 € A).

Ejercicio. Probar que a € A’ si y solo si existe una sucesién (z,,) de puntos de A distintos de a
que converge a a.

Definicién 4.1.3 (limite de una funcién en un punto). Sea ACR, f: A—R,aec A", beR.
Se escribe
lim f(z) =b

r—a

cuando se cumple lo siguiente: para cada € > 0 existe algin 6 > 0 tal que para todo x € A con
0<|z—al<d setiene |f(x) —b| <e.
Se dice entonces que “b es limite de f(x) cuando x tiende al punto a”.
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La condicién de que |f(x) — b| < e para todo z € A con 0 < |x — a| < J se puede escribir de
esta otra forma:
fU)C (b—e,b+¢), U=[AN(a—4d,a+9)]\ {a}.

Podemos parafrasear esta definicién diciendo que f(z) “se acerca” a b cuando = “se acerca” a a
dentro del dominio de f, o que b puede ser aproximado “tanto como se quiera” por valores de f en
puntos de su dominio “suficientemente préximos” al punto a, pero distintos de a.

Ejemplo. Si f : R — R esta dada por

fz) =

1 six=0,

{O six # 0

entonces 11'1% f(z) =0 (sin que importe que f(0) =1).
r—

Proposicién 4.1.4 (unicidad del limite). Sea ACR, f: A—R,ae€ A, by, b e R. Si
lim f(x) = by y lim f(z) = by,
entoncesb; = by.

by — b
2 ! Deben existir un

Demostracion. Supongamos, por ejemplo, que by < by. Elijamos ¢ =

b1+
91 > 0 tal que para todox € Acon 0 < |z —a| < dy es f(z) <by+e= e

b1 + b

y un d2 > 0 tal que

= by—e < f(z). Definiendo § = min{dy, d2}, resulta
b1+ b b1 +b
1 -; 2 o fz) < 1 -;— 2

El resultado anterior también se puede obtener como una consecuencia de la proposicién si-
guiente y de la unicidad del limite para sucesiones.

para todo x € A con 0 < |x—al < 02 es

. Esto es una contradicciéon. [

que paratodoz € Acon 0 < |[z—a| < § es

Proposicién 4.1.5 (limite a través de sucesiones). Sea ACR, f: A—>R,aec A, beR. Las
stguientes propiedades son equivalentes:

a) lim f(z) =b.
b) para cada sucesion (s,) de puntos de A\ {a} tal que lim s,, = a se verifica lim f(s,) = b.

Demostracion. (a) = (b) Supongamos que lim f(x) = b. Para cualquier € > 0 se puede encontrar
r—a

d > 0 de modo que para todo x € A con 0 < |z — a|] < d se cumple |f(x) — b| < €. Sea (sy,) una
sucesién de puntos de A\ {a} tal que lim s,, = a. Dado § > 0, existird un N € N tal que para todo
n

n > N se verifica |s, — a| < §, y como s, # a, se deduce que |f(s,) — b| < ¢; en otras palabras,
h'én f(sn) =bh.
(b) = (a) Vamos a probar que si (a) no se cumple, entonces (b) tampoco. Que no se cumpla
(a) significa que existe algin € > 0 tal que para todo ¢ > 0 hay al menos un x5 € A que cumple
0 < |xzs —a|] < 0 y sin embargo |f(zs) — b| > e.

Para cada n € N, elijamos § = % Hay algin punto s, € A que cumple 0 < |s, —a| < % y sin
embargo |f(s,) — b| > €. La sucesion (s,,) asi obtenida tiene las siguientes propiedades:

= estd contenida en A\ {a}, porque s, € A, pero 0 < s, — al;

» lims,, = a, porque 0 < |s,, —a| < % (basta aplicar la definicién de limite, o bien la regla del
n

sandwich).
= pero la sucesién f(sy) no tiende a b, porque para todos los n € N, |f(s,) — b| > ¢.

Por lo tanto, no se cumple (b). O
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4.1.2. Limites infinitos y limites en el infinito

Definicion 4.1.6. Llamaremos entorno reducido de 400 0o —oo a todo conjunto V C R para el
que exista un v de manera que (r,+o00) CV (respectivamente, (—oo,r) C V).

Definicion 4.1.7. Diremos que 400 es un punto de acumulacion de un conjunto A C R si
A no estd acotado superiormente, en cuyo caso escribiremos +o0o € A’'. Diremos que —oo es un
punto de acumulacion de un conjunto A C R si A no estd acotado inferiormente, en cuyo caso
escribiremos —oo € A’.

Definicién 4.1.8 (limites infinitos y limites en el infinito). Sea A C R, f: A - R, a,b €
R U {£o0}, a € A’. Pondremos
lim f(z) =05

r—a
st para cada entorno V' de b existe un entorno reducido U de a tal que f(U) C V.
Pueden darse definiciones en términos de desigualdades, desglosando los diferentes casos posi-
bles. Concretamente, sean ACR, f: A — R, a,b € R.

a) lim f(x) = 400 si para cada M € R existe algin § > 0 tal que todos los = € A con
Tr—a
0 < |r—al <0 cumplen f(z) > M.

b) lim f(z) = —oo si para cada M € R existe algin 6 > 0 tal que todos los z € A con

r—a

0 < |z —al <0 cumplen f(z) < M.

c) lim f(x) = b si para cada ¢ > 0 existe alguin K € R tal que todos los © € A con z > K

T—-400

cumplen |f(x) —b| < e.

d) lim f(z) = +oo siparacada M € R existe algin K € R tal que todos los x € A con z > K

T——+00

cumplen f(z) > M.

e) lim f(x) = —oo si para cada M € R existe algin K € R tal que todos los x € A con z > K

Tr— 400

cumplen f(z) < M.

f) lim f(z) = b si para cada ¢ > 0 existe algin K € R tal que todos los x € A con z < K
Tr——00
cumplen |f(z) — b| < e.

g) lim f(z)= +o0siparacada M € R existe algin K € R tal que todos los z € A con v < K
T——00

cumplen f(z) > M.

h) lim f(z) = —oo sipara cada M € R existe algin K € R tal que todos los x € A con x < K
r——00
cumplen f(z) < M.

Con esta ampliacién, sigue habiendo unicidad de limite. Igualmente se mantiene la caracteriza-
cién mediante sucesiones:

Proposicién 4.1.9. Sea ACR, f: A—> R, a,b € RU{+o0}, a € A'. Las siguientes propiedades
son equivalentes:

a) lim f(z) =0b.

r—a

b) para cada sucesion (s,) de puntos de A\ {a} tal que lim s,, = a se verifica lim f(sy,) = b.
n n

Demostracion. Basta adaptar a cada caso la demostraciéon de la proposicion O
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4.1.3. Calculo de limites

Proposicién 4.1.10 (operaciones algebraicas con limites). Sean A C R, a € RU {£o0} un
punto de acumulacion de A, ce R y f,g: A — R. Se tiene:

a) lim (f(z) +g(z)) = m f(z) + lim g(x), si estos tultimos limites existen y su suma estd de-
r—a T—a T—a
finida en RU {£o0}.

b) lim cf(x) = clim f(x), si este dltimo limite existe y su producto por c estd definido en
Tr—a r—a
R U {£o0}.

¢) lim f(x)g(x) = lim f(x) lim g(x), si estos dltimos existen y su producto estd definido en
r—a r—a r—a
R U {£o0}.

d) lim =22 , si estos ultimos limites existen y su cociente estd definido en RU{zxo0}.
W 9@~ T o)
r—a
Demostracidn. Basta aplicar la proposicién [f.1.9]y el resultado andlogo para sucesiones. O

Proposicién 4.1.11 (acotacién y limite cero). Sean A C R, a € RU {£oo} un punto de
acumulacion de A, y f,g: A — R. Supongamos que:

a) la funcion f estd acotada, es decir, existe M > 0 tal que |f(x)| < M para todo x € A.
b) lim g(x) = 0;
r—a

Entonces lim f(x)g(z) = 0.

r—a

Demostracion. Basta aplicar la proposicién y el resultado analogo para sucesiones. ]

Proposicién 4.1.12 (cambios de variable). Sean A, B subconjuntos de R, a un punto de
acumulacion de A, b un punto de acumulacion de B, f: A — R yg: B — R tales que f(A) C B
Y supongamos que

lim f(z) = b, lim g(y) = ¢

T—a y—b

Sib & f(A), entonces eziste lim g(f(x)) = c.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como lim g(y) = c¢, existe algin » > 0 tal que para todo y € B con

—b
0 < |y—b| <r,se tiene |g(y) — | < e.
Ahora, como lim f(x) = b, existe algin § > 0 tal que para todo x € A con 0 < |x —a| < J, se
r—a
tiene |f(z) — 0| <.
Sea x € A con 0 < |xr —a| <d. Nosolo es |f(z) —b| <r, sino que como b ¢ f(A)y f(A) C B,
resulta

0<|f(z)—0] <, f(z) e B
Por lo tanto, |g(f(z)) —c| <e. O

La hipétesis adicional b ¢ f(A) es suficiente, aunque no necesaria para que se verifique la tesis.
Bastaria también, por ejemplo, que f fuese inyectiva; o que b € By ¢ = g(b). Sin anadir alguna
condicién como éstas, no puede garantizarse la validez del resultado final: considérese, por ejemplo,
el caso de las funciones definidas en R por

0 siy#0

f(z) =0, g(y)z{1 Sy=0
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Entonces g(f(z)) = 1 para todo x, y asi

lim f(z) =0,  limg(y) =0,  limg(f(z)) =1.

z—0 x—0

A veces es 1itil en el cdlculo de limites tener en cuenta las siguientes consecuencias inmediatas
de la definicién de limite:

Proposicion 4.1.13. S5i A C R, a punto de acumulacion de A y f: A — R,
a) lim f(z) =be R <= lim |f(z) — b =0.
r—a r—a

b) lim f(z) = bR = lim [f(x)] = |b]

r—a

El reciproco solo es cierto, en general, cuando b = 0.

c) h’mf(w):b(aeR)@%f_r%f(a—i—t):b.

Tr—a

4.1.4. Limites laterales

Si en las definiciones de limites anadimos una de las dos condiciones x > a, x < a, entonces
se habla de limites laterales (por la derecha y por la izquierda, respectivamente). Se emplea la
notacién lim f(x), lim f(z).

z—at T—a~

Definicién 4.1.14 (limites laterales: por la derecha y por la izquierda). Sean A C R,
f:A—>R, a€ R un punto de acumulacion de A y b € R.

a) Se dice que h'm+ f(z) = b si para cada € > 0 eziste algin 6 > 0 tal que todos los x € A con

r—a

0<z—a<d cumplen |f(z)—b| <e.

b) Se dice que h’m+ f(x) = +o0 si para cada M € R existe algin § > 0 tal que todos los x € A
T—a
con0<x—a<d cumplen f(x) > M.

¢) Se dice que h’m+ f(z) = —o0 si para cada M € R existe algin § > 0 tal que todos los v € A

r—a

con 0 <z —a<3d cumplen f(x) < M.

d) Se dice que lim f(x)=0b si para cada € > 0 existe algin 0 > 0 tal que todos los x € A con
r—a~
0<a—x<6 cumplen |f(z)—b| <e.

e) Se dice que lim f(x) = +oo si para cada M € R existe algin § > 0 tal que todos los x € A
r—a~
con0<a—x<d cumplen f(x)> M.

f) Se dice que lim f(x) = —o0 si para cada M € R eziste algin 6 > 0 tal que todos los x € A
r—a
con 0 < a—x<d cumplen f(z) < M.
En términos de entornos reducidos, la definiciéon anterior se puede escribir de manera més breve.

Para los limites laterales se puede probar el resultado andlogo a la proposicién [4.1.9, También, y
como consecuencia inmediata de las definiciones, tenemos:

Proposicién 4.1.15. Sean A€ R, f: A— R ya €R de modo que (a — d,a+ 0) C A para algin
d>0. Sea b € RU{+oo}. Entonces,

lim f(z) =b <= lim f(z)= lim f(z)=0.

Tr—a T—a~ r—at
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Las proposiciones siguientes demuestran que las funciones mondétonas tienen limites laterales en
todos los puntos.

Proposicién 4.1.16. Sean A CR, f: A — R mondtona no decreciente, a € RU {£o0}.
a) sia€[AN(—o00,a)], entonces f tiene limite por la izquierda en a (finito o infinito) y es
lim f(z) =sup{f(z):x € AN(—o0,a)}
Tr—a~
(entendiendo que si el conjunto no estd acotado superiormente, su supremo es +00).

b) sia€[AN (a,+00)] entonces f tiene limite por la derecha en a (finito o infinito) y es
ll’mJr f(z) =inf{f(z): 2z € AN (a,+o0)}

(entendiendo que si el conjunto no estd acotado inferiormente, su infimo es —o0).

Demostracion. Solo demostramos el apartado a) y en el caso de que a € R y el conjunto {f(z) :
x € AN (—o0,a)} esté acotado. Los demds casos son similares.

Sea L = sup{f(z) :z € AN (—o0,a)} € R. Sea ¢ > 0. Entonces, L — € no es una cota superior
del conjunto {f(z) : x € AN (—o0,a)}, asi que existe algin r € AN (—o0,a) tal que L —e < f(r).
Si ahora elegimos 6 = a — r, todos los x € A tales que 0 < a —x < § cumplen

r=a—0<uax,

luego L —e < f(r) < f(x) < L < L+¢, es decir: |f(z) — L| < e. O

La variante para funciones mondtonas no crecientes, que enunciamos a continuacién, se demues-
tra de igual manera.

Proposicién 4.1.17. Sean A CR, f: A — R mondtona no creciente, a € RU {£o0}.
a) sia € [AN(—o0,a)|’, entonces [ tiene limite por la izquierda en a y es
lim f(z) =inf{f(z) :2 € AN (—oc0,a)}
Tr—a~
(entendiendo que si el conjunto no estd acotado inferiormente, su infimo es —o0).
b) sia€[AN (a,+0)]| entonces f tiene limite por la derecha en a y es

i f(@) = sup{f(z) : & € AN (a,+00)}

(entendiendo que si el conjunto no estd acotado superiormente, su supremo es +0o0).

4.1.5. Limites de funciones elementales

Si f(x) representa una cualquiera de las funciones e®, log z, sen x, cos x, tg x, arcsen x, arc cos ,
arctgx, x”, entonces

lim f(2) = f(a)

para cualquier punto a del dominio de la funcién. Otros limites son los siguientes:

lim e*=0 lim e* = +o00
T——00 T—+00
lim logx = —o0 lim logz = 400
z—0+t T—+00
lim tgax =400 lim tgx=—o0
x—(m/2)~ r—(m/2)*
If tgw = —— If tgaw = =
Lm arctgr = —g Lm arctgz = o
lim 2" =0 lim 2" =400 (sir>0)
r—0t T—+00
lim 2" = 400 lim 2" =0 (sir<0)

z—0t r—+00
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Si f(z) = arz” +ar,_12"" 1 + -+ + ag es un polinomio (con r € N y a, # 0), entonces

lim f(z) = +o0 (st ar > 0),

T——+00
lim f(z) = —o0 (siar <0).

T—+00

Asi mismo, se tiene el siguiente orden de infinitud, donde @ > 0y b > 1:
logr << 2% << b* << 2” (x — +00).

Aqui, “f(z) << g(z) cuando z — +00” significa que

im M =

(o bien que g(z)/f(z) — +00).

Definicién 4.1.18. Sean A C R, a € RU {fo00} un punto de acumulacion de A, y f, g: A — R.
Diremos que f es equivalente a g cuando x tiende al punto a, y escribiremos

f(@) ~g(z) (z—a)

si se verifica

. f(x)
lim —= = 1.
v—a g(z)

Nota. Los resultados sobre sucesiones equivalentes se trasladan sin dificultad a funciones equiva-
lentes.

En general, podemos “traducir” las equivalencias entre sucesiones a equivalencias entre funcio-
nes. Por ejemplo:

= Equivalencias de infinitésimos: cuando « — 0,

ef -1~z log(1+z)~z I+2)*—1~azx
senx ~ x 1 —cosz ~ x?/2 tgx ~ 2
arcsenx ~ T arctgx ~ x

» Equivalencias de infinitos: sea f(x) = a,2" +a,_12" '+ --+ap, con a, # 0; cuando x — +o0,

f(x) ~ arxr,

log f(x) ~rlogz (sia, >0).

4.1.6. Limites y desigualdades

Notacion. Para abreviar y unificar algunos enunciados, a veces es cémoda la siguiente notacion:
dados a € RU {£+o00}, r € R, pondremos

{reR:0< |z —a|]<r} sia€R (yentonces r > 0)
E(a;r) = {zeR:z>r} si a = +o00
{reR:z<r} sia = —o0.

Proposicién 4.1.19. Sean A C R, a € RU {+oo} un punto de acumulacion de A y f : A — R
para la que existe lim f(x) = b € RU{+oo}. Se tiene:
r—a
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a) dado ¢ < b, existe r tal que
c < f(z) Ve € AN E(a;r)

(en palabras, cuando el limite de f en a es mayor que ¢, también la funcion f se mantiene
mayor que ¢ en puntos ‘suficientemente proximos’ al punto a, pero distintos de a).

b) dado ¢ > b, existe r tal que
flz) <ec Ve € AN E(a;r)

(en palabras, cuando el limite de f en a es menor que ¢, también la funcion f se mantiene
menor que ¢ en puntos ‘suficientemente proximos’ al punto a, pero distintos de a).

Corolario 4.1.20. Sean A C R, a € RU{xoco} un punto de acumulacion de A y f,g: A — Ry
supongamos que existen lim f(z) =b € RU{+oo} y lim g(z) = c € RU {£o0}. Se tiene:
T—a T—a

a) Sib >0, entonces existe algin r > 0 tal que

0< f(z) Vr e AN E(a;r).

b) Sib <0, entonces existe alguin r > 0 tal que

f(x) <0 Ve € AN E(a;r).

c) Sib < c, entonces existe algun r > 0 tal que

f(z) < g(x) Vz € AN E(a;r).

En particular, f conserva el signo del limite en puntos ‘suficientemente proximos’ al punto a, pero
distintos de a (cuando el limite no es nulo).

Observacion. En el enunciado anterior, no se puede cambiar < por <.

Corolario 4.1.21. Sean A C R, a € RU {£o0} un punto de acumulacion de A y f : A — R,
g: A — R funciones para las que existen lim f(x) =b € RU{xoo}, lim g(z) = c € RU{+oo}. Si
r—a r—a

eziste algin r > 0 tal que
f(z) < g(x) para todo x € AN E(a;r),

entonces b < c.
Observacion. En el enunciado anterior, no se puede cambiar < por <.

Proposicién 4.1.22 (regla del sandwich para funciones con limite finito). Sean A C R,
a € RU{+o0} un punto de acumulacion de A y f: A—R,g: A—R, h: A— R funciones tales
que:

a) existe r de modo que f(x) < g(x) < h(z) para todo x € AN E(a;7).

b) existen lim f(z) = lim h(z) =b € R.

r—a

Entonces también existe lim g(x) y es igual a b.
r—a

Demostracidn. Basta aplicar la proposicion [£.1.9]y el resultado andlogo para sucesiones. O bien, se
puede demostrar de manera similar al caso de las sucesiones. ]
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La versién para limites infinitos es méas simple:

Proposicién 4.1.23 (regla del sandwich para funciones con limite infinito). Sean A C R,
a € RU{xoo} un punto de acumulacion de Ay f: A— R, g: A— R funciones tales que existe r
de modo que

f(z) < g(x) para todo x € AN E(a;r).

a) si lim f(x) = 400, entonces también se tiene lim g(x) = +oo.
r—a r—a

b) si lim g(x) = —o0, entonces también se tiene lim f(x) = —oo.
r—a r—a
Demostracion. Basta aplicar la proposicién y el resultado andlogo para sucesiones. O

4.1.7. Condicién de Cauchy para funciones

Proposicién 4.1.24. Sean A C R, a € RU {£o0} un punto de acumulacion de A y f : A — R.
Las siguientes propiedades son equivalentes:

a) f tiene limite finito cuando x tiende a a;

b) se cumple la siguiente condicion de Cauchy: para cada € > 0 existe r € R tal que para
cualesquiera x,y € AN E(a;r) se verifica |f(x) — f(y)] < &;

¢) para cada sucesion (xy) de puntos de A\ {a} tal que limx, = a se verifica que la sucesion
n

(f(xyn)) es de Cauchy.

Demostracion. (a) = (b) Sea lim f(x) = b. Dado € > 0 existe r € R tal que para todo = €
r—a
AN E(a;r) se tiene
€
Fl) b < o)

luego para cualesquiera z,y € AN E(a;r) serd
e €
1)~ )| < 17 @) b+ b— fw)| < 5+ 5 =<.

(b) = (c¢) Es una comprobacién sencilla.
(¢) = (a) Dada una sucesién (z,) de puntos de A\ {a} tal que limz,, = a, como la sucesién
n

(f(xn)) es de Cauchy tendra un limite b, posiblemente distinto para cada sucesién (x,,) considerada.

Segun la caracterizacion del limite que hemos obtenido mediante sucesiones, para completar la

demostracién serd suficiente que probemos que lim f(x,) es el mismo para todas las sucesiones
n

Sean, pues, (yn), (2) sucesiones de puntos de A \ {a} tales que limy, = a = lim z,, y sean
n n
¢ =lim f(y,), d = lim f(z,). La sucesién (x,) definida por z9,—1 = yn, T2, = 2, sigue siendo una
n n
sucesion de puntos de A\ {a} con lim z,, = a, luego (f(z,)) serd una sucesién convergente. Si b es
n

su limite, como (f(yn)), (f(2n)) son subsucesiones suyas, debe cumplirse ¢ = b = d. O

4.1.8. Limites de restricciones y extensiones de funciones

Proposicién 4.1.25. Sean f : A C R — R, a € RU {00} un punto de acumulacion de A,
be RU{*oo}. Se cumple:

a) si Ay C A, a€ A, f1 = f|a,, entonces

lim f(x) = b= lim fi(z) =b.

r—a

El reciproco, en general, no es cierto. Sin embargo:
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b) cuando Ay = AN E(a;r) para algin r,

lim f(z) =b < i}lgfl(x) =b

r—a
(nos referiremos a este hecho diciendo que “el concepto de limite es un concepto local”).
c) st A=A UAU---UA, yparal <j<m esaeA;, fi = fla,, entonces

lim fj(z) =b (1 <j<m)= lim f(z) =b.

Tr—a r—a

Observacién. Suele ponerse

lim  f(x)

r—a, TES

en vez de lim (f|g) (z), y se lee limite de f(x) cuando x tiende a a a través de S.

4.2. Funciones continuas

4.2.1. Definiciones de continuidad. Operaciones con funciones continuas

Definicion 4.2.1. Sea f : D C R — R, a € D. Diremos que f es continua en el punto a si
para todo € > 0 eziste 6 > 0 tal que para cualquier x € D con |x —a| < 0 es |f(x) — f(a)] <e.

Graficamente: hay siempre una ‘ventana’ o ‘pantalla’ centrada en (a, f(a)) de altura arbitraria-
mente prefijada (2¢) que, con la anchura ajustada convenientemente (26), no deja ‘fuera de pantalla’
puntos de la grafica de abscisa igual a los de la base de la ventana (ver [GuzmAN, pdgs. 174-175]).

Proposicion 4.2.2. Sea f: D CR — R, a € D. Se tiene:
a) sia es un punto aislado de D, lo que significa que a ¢ D', entonces f es continua en a.

b) sia esun punto de acumulacion de D, a € D', entonces f es continua en a si y solo si existe
lim f(x) y es igual a f(a).
r—a

Definicion 4.2.3. Sea f: D CR — R, S C D. Diremos que f es continua en el conjunto S
si f es continua en todos los puntos de S. Si S = D, diremos simplemente que f es continua.

Ejemplos. a) Dado ¢ € R, la funcién constante f(z) = ¢ es continua (en todos los puntos).
b) La funcién identidad, f(z) = z, es continua.
c¢) La funcién valor absoluto, f(z) = |z|, es continua.

d) Las funciones e*, logz, senx, cosz, tgx, arcsenx, arccosx, arctgx, " son todas ellas con-
tinuas en sus respectivos dominios de definicion.

e) La funcién de Dirichlet,

f(x):{l sizeQ

0 siz¢gQ

no es continua en ningun punto.

f) La funcién f: R — R dada por

sen% six #0
0 siz=0

no es continua en 0.
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g) La funcién f: R — R dada por

T@ =19, siz=0

{x sen% six#0
es continua en 0.
Proposicion 4.2.4. Sea f: D CR — R, a € D. Las siguientes propiedades son equivalentes:

a) f es continua en a;

b) si(xn) es una sucesion de puntos de D convergente al punto a, entonces la sucesion (f(xy))
converge a f(a);

Demostracion. Andloga a la de la proposicién O

Proposicion 4.2.5. Sean f, g: D CR —= R, a € D, c € R, y supongamos que f y g son continuas
en a. Se tiene:

a) f+ g es continua en a.

b) cf es continua en a.

¢) fg es continua en a.

d) sig(a)#0, f/g es continua en a.

Demostracion. Basta aplicar la proposicién y el resultado analogo para sucesiones. O

Proposicién 4.2.6. Sean f: DCR —R, g: ECR — R, a € D, y supongamos que f(D) C E.
Si f es continua en a y g es continua en f(a), entonces la composicion go f es continua en a.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como g es continua en el punto f(a), existe algin r > 0 tal que para
todo y € E con |y — f(a)| <, se tiene |g(y) — g(f(a))| < e.

Ahora, como f es continua en a, existe algin ¢ > 0 tal que para todo z € D con |z —a| < J, se
tiene | f(z) — f(a)| < r.

Sea z € dom(g o f) [es decir, x € Dy f(z) € E] con |x — a|] < §. Entonces, |f(z) — f(a)|] < r,
luego |g(f(2)) — g(f(a))| <e. =

Ejercicio. Sean f, g: D CR — R, a € D. Probar que si f y g son continuas en a, entonces que
méx(f, g), min(f, g) son también continuas en a ([Ross, Ejercicio 17-8, pag. 94]).

4.2.2. Propiedades de las funciones continuas: teoremas de Weierstrass, Bolzano
y Darboux; funciones continuas mondétonas

Teorema 4.2.7 (de Weierstrass). Sea f una funcion continua en un intervalo cerrado y acotado
[a,b], (donde a,b € R, a < b). Entonces:

a) f estd acotada;

b) f alcanza un valor minimo y un valor mdzimo, es decir, existen puntos r,s € [a,b] (no
necesariamente unicos) tales que para todo x € [a,b] es f(r) < f(z) < f(s).
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Demostracion. a) Sea f : [a,b] — R una funcién no acotada y probemos que entonces hay algin
punto del intervalo [a,b] donde la funcién no es continua. Dado que f no estd acotada, para cada
n € N hay algin punto z,, € [a,b] tal que |f(z,)| > n. En particular,

11’7rln |f(zn)] = +o00.

Pero la sucesion (z,,)22 ; si estd acotada, asi que, por el teorema de Bolzano-Weierstrass, hay alguna
subsucesién suya que converge:
Tp(n) — CE€ [a, b]

Sabemos que
h;rln ‘f(xap(n))‘ = +00,

por ser una subsucesién de (|f(x,)])22,. Entonces, la funcién f no es continua en ¢, ya que si lo
fuera deberia ser

b) Sea f : [a,b] — R continua. Por el apartado anterior, ya sabemos que esté acotada, de modo
que tiene supremo e infimo; sean

M = sup{f(x);z € [a,0]} € R,
m = inf{f(z);z € [a,b]} € R.

Se trata de probar que ese supremo y ese infimo se alcanzan, es decir, que existen ciertos r, s € [a, ]
tales que f(r) =m, f(s) = M.

Para cada n € N, el nimero M — — no es una cota superior de f, de modo que podemos elegir
n

algin z,, € [a,b] tal que

M—l<f(:vn)§M.
n

En particular,
lim f(xy,) = M.
n

. o . . - o .
Como la sucesion (x,);2; esta acotada, tendrd alguna subsucesion (z,(,))pe; convergente:

Zym) — S € [a,bl.

e(n)
Por una parte, la funcién f es continua en todos los puntos de [a, b]; por otra, f(z,(,)) es una
subsucesién de f(z,). Entonces,

De manera anéloga se demuestra que existe algin punto r € [a, b] tal que f(r) = m. O

Pasamos a ver dos resultados intimamente relacionados entre si, el teorema de Bolzano y el
teorema de los valores intermedios o propiedad de Darboux. Algunos libros comienzan por probar
el teorema de los valores intermedios (por ejemplo, [Ross, pag. 96, Teorema 18.2]) y el teorema de
Bolzano resulta como caso particular; otros proceden al revés, demostrando primero el teorema de
Bolzano y obteniendo después el teorema de los valores intermedios como consecuencia. Tomaremos
este segundo camino, que utiliza una demostracién mas ‘constructiva’ que sugiere un procedimiento
(un tanto rudimentario) para obtener aproximaciones de raices de ecuaciones.

Teorema 4.2.8 (de los ceros, de Bolzano). Sea f : [a,b] — R una funcion continua (a,b € R,
a < b). Supongamos que f(a)f(b) < 0. Entonces existe ¢ € (a,b) con f(c) =0.
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Demostracion. Sea, por ejemplo, f(a) < 0 < f(b). Veamos mediante induccién que podemos cons-
truir sucesiones (x,), (yn) tales que

a<z <2< <z <y, <--- <y < b,

yi—xz’:b;a7f($i)§0, flyi) >0 (1<i<n).

2Z
a+b
Para ello, comencemos tomando z; =

. O bien f(z1) <0, 0 f(21) > 0. En el primer caso,

hagamos 1 = 21, y1 = b; en el segundo caso hagamos 1 = a, y; = z1. En ambos casos, resulta

a<z1<y1 <b oy —x = (b—a)/2, f(z1) <0, f(y1) > 0.
Supongamos construidos x1, ..., Tn, Y1, -- -, Yn, de manera que

a<z<29< <z <y, <---<yp < b,

b
Yi — X = TG, flx;) <0, f(y;) > 0 (1 < i < n). Tomamos entonces z,y1 = %T—i_yn

f(zn+1) <00 f(zn41) > 0. En el primer caso, hagamos Zp4+1 = 2n+1, Yntl = Yn, en el segundo
caso hagamos Tn4+1 = Tn, Ynt+1 = 2Zn; €n ambos casos resulta

; 0 bien

a<z <2< <2y < Tppt < Yng1 SYp << yp <D,

b—a
Ynt1 = Tot1 = oy f(@n41) <0, f(Yne1) > 0.

La sucesion (x,) es una sucesiéon monétona no decreciente, acotada superiormente por b. En-
tonces tiene un limite ¢, y necesariamente ¢ < b. Analogamente, (y,) es una sucesién monétona no
creciente acotada inferiormente por a. Asi que tiene limite y necesariamente lim y,, > a. Pero como

n

b—a
lim(y,, — ) = lim —— = 0, resulta que limy,, = limz,, = ¢, con lo que a < ¢ < b.
n n on n n

Puesto que para cadan € Nes f(z,) <0, f(y,) > 0, usando la continuidad de f en ¢ se deduce
finalmente

f(e) =lm f(zn) <0,  f(c) =1lm f(yn) =0,
o sea, f(c) =0 (lo que garantiza ademés que a # ¢ # b). O

Teorema 4.2.9 (teorema de los valores intermedios o propiedad de Darboux). Sea I un
intervalo, f : I — R continua. Entonces f tiene la propiedad de los valores intermedios: si
a<byA\estd entre f(a) y f(b), es decir, f(a) < X < f(b) o f(a) > X\ > f(b), entonces existe al
menos un = € (a,b) tal que f(x) = .

Demostracion. Aplicar el teorema de Bolzano a la funcién f(z) — A en el intervalo [a, b]. O
Corolario 4.2.10. Sea I un intervalo, f : I — R continua. Entonces f(I) es un intervalo.

Aplicaciones. a) Toda aplicacién continua de [0, 1] en [0, 1] tiene un punto fijo (ver [Ross, pag. 97]).
b) Dado m € N, todo y > 0 tiene raiz m-ésima positiva (ver [Ross, pag. 97]).

Lema 4.2.11. Sea g una funcion estrictamente mondtona en un intervalo J y tal que g(J) es un
intervalo I. Entonces g es continua en J.

Demostracion. Podemos suponer que g es estrictamente creciente (en el otro caso, se sigue de forma
andloga). Sea ¢ € J. Entonces,

lim g(x) =sup{g(z):x € J, x < c} < g(c),

Tr—c

lim g(z) =inf{g(x):x € J, = > c} > g(c)

z—ct



64 CAPITULO 4. CONTINUIDAD

(esto, en caso de que ¢ no sea uno de los extremos del intervalo; si lo es, la demostracién se reduce
a tomar el unico limite lateral que tenga sentido).
Se trata de probar que las dos desigualdades son igualdades. Supongamos que, por ejemplo,

sup{g(z) :z € J, x < c} < g(c)
(para la otra desigualdad se procede de manera similar). Elijamos cualquier \ tal que
sup{g(z) 1z € J, z < c} <X <g(e).

Entonces, g(z) < A paratodoslosz € J,z < c. Ysiz € J, pero x > ¢, resulta que A < g(c) < g(z).
Asi que A ¢ g(J). Sin embargo, tomando cualquier z € J tal que x < ¢, se tiene g(x) < A < g(c),
g(x) € g(J), g(c) € g(J). Por lo tanto, g(J) no es un intervalo, lo que contradice las hipdtesis. [

Proposicién 4.2.12. Sea I un intervalo, f : I — R continua y estrictamente creciente (resp.,
estrictamente decreciente), J = f(I) el intervalo imagen. Entonces la funcion inversa f=1 :
J — I es asimismo continua y estrictamente creciente (resp., estrictamente decreciente).

Demostracion. Es una consecuencia directa del lema anterior, ya que la funcién inversa de una
estrictamente monétona es también estrictamente monétona (y del mismo tipo) y f~1(J) = I es
un intervalo. O

Teorema 4.2.13 (continuidad de la funcidén inversa). Sea f una funcién continua e inyectiva
en un intervalo I. Entonces f es estrictamente creciente o estrictamente decreciente, y la inversa
f~1: f(I) — R es asimismo estrictamente mondtona (del mismo tipo) y continua.

Demostracion. De acuerdo con la proposicién anterior, basta demostrar que f es estrictamente
mondétona. Supongamos que f no es estrictamente decreciente; entonces existen ciertos a,b € [
tales que

a<b,  fla) < f(b).
Como f es inyectiva, se deduce que f(a) < f(b). Vamos a probar que f es estrictamente creciente,

es decir, que
Vr,s € I con r < s, resulta que f(r) < f(s).

Consideramos seis casos: en los tres primeros uno de los dos puntos 7, s es el punto a; en los
tres ultimos ninguno es a. Tendremos en cuenta que la funcién es inyectiva, asi que, por ejemplo,
tenemos descartado que sea f(r) = f(s).

a) r =a, s = b. Ya sabemos que f(a) < f(b).

b) r =a, a < s, s # b. Hay que probar que f(a) < f(s). Pero si fuera f(s) < f(a), entonces
f(a) estaria comprendido entre f(s) y f(b), luego habria algin ¢ comprendido entre s y b tal que
f(c) = f(a). Esto no puede ser, porque f es inyectiva.

c) s = a, r < a. Hay que probar que f(r) < f(a). Pero si fuera f(r) > f(a), entonces podriamos
tomar algin A tal que

fla) <A < f(r),
fla) <A< f(b).

Habria algiin ¢ comprendido entre 7 y a tal que f(c¢) = A y algin d comprendido entre a y b tal
que f(d) = \. Esto no puede ser, porque f es inyectiva.

d) 7 < a < s. Segun los apartados anteriores, ya sabemos que f(r) < f(a) < f(s).

e) a < r < s. Yasabemos que f(a) < f(r) y que f(a) < f(s). Si fuera f(r) > f(s), entonces
f(s) estarfa comprendido entre f(a) y f(r), luego habria algin ¢ € (a,r) tal que f(c) = f(s). Esto
no puede ser, porque f es inyectiva.

f) r < s < a. Ya sabemos que f(r) < f(a) y que f(s) < f(a). Si fuera f(r) > f(s), entonces
f(r) estaria comprendido entre f(s) y f(a), luego habria algin ¢ € (s,a) tal que f(c) = f(r). Esto
no puede ser, porque f es inyectiva. ]
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4.2.3. Clasificacién de discontinuidades

Definiciones 4.2.14 (tipos de discontinuidades). Sea f : D — R, ¢ € D’. Diremos que f tiene

en ¢ una discontinuidad evitable si existe lim f(x) € R pero o bien el limite no coincide con
r—C

f(e), o bien c¢ D.

Notese que en tal caso, la funcion g definida por

f(t) site€ D\ {c}
9(t) = {h'm flx) sit=c

Tr—cC

que es ‘casi la misma’ que f, resulta continua en el punto c: hemos ‘evitado’ la discontinuidad de f
redefiniendo adecuadamente el valor en ¢ como lim f(z). Este limite se denomina a veces el valor
r—c

asintético de f en c.

Diremos que f tiene en ¢ una discontinuidad de salto si existen lim f(zx) € Ry Hm+ f(z) €
Tr—Cc™ T—C
R, pero son distintos. En algunos libros llaman a este tipo de discontinuidad discontinuidad de

salto finito. La diferencia hm flx) — hm f(x) recibe el nombre de salto de f en c (hay textos

que dan este nombre al valor absoluto de la diferencia).

Corolario 4.2.15. Sea f : (a,b) — R una funcion mondtona. Si c € (a,b), entonces o bien f es
continua en ¢ o bien f tiene en ¢ una discontinuidad de salto.

Nota. Puede probarse que, como consecuencia de este resultado, el conjunto de discontinuidades
de una funcién mondétona en un intervalo es finito o numerable.

4.2.4. Continuidad uniforme. Teorema de Heine. Extensién de funciones conti-
nuas

Definicion 4.2.16. Sea f : S CR — R. Entonces f es uniformemente continua en S si para
cada € > 0 existe § > 0 tal que para cualesquiera x, y € S con |x —y| < § es |f(z) — f(y)] <e.

Noétese que una funcién uniformemente continua es, necesariamente, continua. El reciproco, en
general, no es cierto.

Ejemplo. La funcién
f:(071]_>R7 f(ﬂ?):*
es continua, pero no uniformemente continua. Sin embargo, para cada a > 0, la funcién
g: [CL,+OO)*>R, g(.’E):;
es uniformemente continua.

Nota. Por comodidad, diremos a veces que una funcion es uniformemente continua en un sub-
conjunto de su dominio en vez de decir que la restriccion de la funcién a dicho subconjunto es
uniformemente continua. Asi, en el ejemplo anterior, la funcién 1/z es uniformemente continua en
[a, +00) (para cualquier a > 0) pero no es uniformemente continua en (0, 1].

Teorema 4.2.17 (de Heine). Si f es continua en un intervalo compacto [a,b], entonces f es
uniformemente continua en [a,b].

Demostracion. Sea f : [a,b] — R, supongamos que no es uniformemente continua en [a,b] y pro-
bemos que entonces hay algin punto de [a, b] donde f no es continua.
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Como f no es uniformemente continua, existe algin £ > 0 tal que para cualquier § > 0 hay
al menos un par de puntos z,y € [a,b] (que dependerdn de §) para los cuales |z — y| < §, pero

[f(z) = fly)| = e

Entonces, para cada n € N tenemos un par de puntos z,, y, € [a,b] tales que

o =l < )~ Fl)] 2

En particular, z, — y, — 0. Dado que la sucesién (y,)52, esta acotada, hay alguna subsucesion
Suya convergente:
Yon) — € € [a7 b]

Por otra parte, y dado que xy, — y, — 0, también z,,) — Y,y — 0. Por lo tanto,

To(n) = (Tpn) = Yomn)) + Yp(n) = €

Por tdltimo, la funcién f no puede ser continua en el punto ¢, ya que entonces se tendria

‘f(*%o(n)) - f(ygo(n))‘ - ’f(c) - f(C)‘ =0

y, sin embargo,
|f(@on)) = FYpm)) = €
para todos los n € N. O

Sin embargo, la continuidad en intervalos del tipo (a,b] o [a,+0o0) no produce el mismo efecto:
yva hemos visto, por ejemplo, que

1
no es uniformemente continua, pese a ser continua; también es continua, pero no uniformemente
continua, la funcién

g:[0,+00) =R,  g(z)==

(considérense, por ejemplo, los valores de g en n + — y n).
n

Proposicién 4.2.18. Si f es uniformemente continua en un conjunto S y (s,) es una sucesion de
Cauchy contenida en S, entonces (f(sn)) es una sucesion de Cauchy.

Demostracion. Sea ¢ > 0. Como f es uniformemente continua, existe algin § > 0 tal que para
cualesquiera x,y € S con |x — y| < 9, se tiene |f(x) — f(y)| <e.

Ahora, como la sucesién (s,)2%; es de Cauchy, existe algin K € N tal que para cualesquiera
n,m > K se tiene |s, — sp,| < 0. Y ademads, s, s, € S. Entonces, para cualesquiera n,m > K se
tiene |f(sn) — f(sm)| < &.

Por lo tanto, la sucesion (f(sy))52; es de Cauchy. O

Proposicién 4.2.19. Una funcion f : (a,b) — R es uniformemente continua si y solo si posee una
extension continua en [a,b).

Demostracion. Si f tiene una extensién continua ¢ : [a,b] — R, entonces g es uniformemente
continua, segln el teorema de Heine. Cualquier restriccién de una funcién uniformemente continua
también es uniformemente continua, y en particular, f.

Ahora supongamos que f es uniformemente continua en (a,b); se trata de probar que existen
los dos limites

h’rn+ f(z), lim f(x)

r—a T—b~
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y que son numeros reales, ya que entonces la siguiente funcién sera una extension continua de f al
intervalo [a, b]:

f(x)v six € (a7b)
g(r) = a}g& f(x), siz=a
h/Iili f(x)y siz=~>

Solo vamos a probar que existe lim f(x) y que es un numero real; el otro limite se prueba de
+
r—a
manera analoga.
Elijamos una sucesién (s,)>>, contenida en el intervalo (a,b) y tal que lims, = a. Como es
n
convergente, la sucesién es de Cauchy; y como la funciéon f es uniformemente continua, la sucesién

(f(sn))oe es también de Cauchy y, por lo tanto, convergente. Sea

lim f(s,) = L € R.

Ahora sea (t,)5°; una sucesién cualquiera contenida en el intervalo (a,b) y tal que h’Tan t, = a.
Definamos la nueva sucesién
rop = tp, 2n—1 = Sn-

Por la misma razén que antes, la sucesion (f(r,))22 es convergente. Como (f(¢,))5%; ¥ (f(sn))22,
son dos subsucesiones suyas, deducimos que

h,én f(tn) = h;rln f(rn) = h;gn f(sn) =L.

Segun la proposicion [4.1.9
lim f(x) =L eR.

z—at



68

CAPITULO 4. CONTINUIDAD



Bibliografia

[GuzmAN] Guzman, M.: El rincon de la pizarra: Ensayos de visualizacion en andlisis matemdtico.

Piramide, Madrid, 1996.Citado en la(s) pagina(s)

[Ross] Ross, K. A.: Elementary Analysis: The Theory of Calculus. Springer, Berlin, 1980.

Citado en la(s) pagina(s)

Area de Andlisis Matematic
Universidad de Zaragoza
69 analisis@unizar.es


Mario Pérez Riera
Área de Análisis Matemático
Universidad de Zaragoza
analisis@unizar.es


	Continuidad
	Límites de funciones reales de una variable real
	Definición de límite de una función. Unicidad del límite. Límite por sucesiones
	Límites infinitos y límites en el infinito
	Cálculo de límites
	Límites laterales
	Límites de funciones elementales
	Límites y desigualdades
	Condición de Cauchy para funciones
	Límites de restricciones y extensiones de funciones

	Funciones continuas
	Definiciones de continuidad. Operaciones con funciones continuas
	Propiedades de las funciones continuas: teoremas de Weierstrass, Bolzano y Darboux; funciones continuas monótonas
	Clasificación de discontinuidades
	Continuidad uniforme. Teorema de Heine. Extensión de funciones continuas





