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Códigos y Criptografía


TEMA 1. TEORÍA DE CÓDIGOS.

Introducción

Definición: Consideremos un conjunto finito A={a1, a2, ... aq}, al que denominaremos alfabeto, a sus elementos, a1, a2, ... aq , les llamaremos letras o símbolos. Las sucesiones finitas de elementos de A se llaman palabras.


[image: image587.wmf]E

n

v

i

a

d

o

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

R

e

c

i

b

i

d

o

 

 

 

 

 

0

1

 

1

1

0

0

S

o

n

 

p

a

l

a

b

r

a

s

 

d

e

l

 

c

ó

d

i

g

o


La palabra ai1ai2...ain se dice que tiene longitud n o bien que es una n-palabra.
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Una palabra de longitud n se puede considerar como un elemento del producto cartesiano de A por si mismo n veces, es decir, de:

El producto cartesiano está formado por todas las n-tuplas de A:
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Esto es igual que una palabra, sólo cambia la notación. 

El conjunto de todas las palabras sobre el alfabeto A se denotará como A* (con independencia de la longitud de las palabras).


[image: image3.wmf].......}

2

,

1

{

.....}

2

,

1

,

0

{

*

=

=

=

+

Î

+

Z

N

A

A

Z

n

n

U


Definición: Un código sobre el alfabeto A es un subconjunto C de A*, 
[image: image4.wmf]*
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 (conjunto formado por palabras del alfabeto).

A los elementos del código C se les llama palabras de código.

El número de elementos del código C, que normalmente será finito, se denota por |C| y se denomina tamaño del código.

Si C es un código sobre A y A tiene q elementos (|A|=q) entonces se dice que C es un código q-ario. El ejemplo más normal de alfabeto usado en teoría de códigos es          A = Z2 = {0,1}y tendremos así códigos binarios.

Ejemplo de código binario:

C = {0100,0010,0111}

Definición: Si C es un código cuyas palabras tienen todas la misma longitud n, decimos que C es un código de longitud fija o un código de bloques y a n se le llama longitud del código C.

El código C anterior es un código de bloques de longitud 4.

C = {011, 1011, 10} ( No es un código de bloques (no podemos hablar de la longitud del código)

Si C es un código de longitud n y tamaño m se dice que C es un (n,m)-código.

C = {0100,0010,0111}( (4,3) código

Dado un alfabeto S al que denominaremos alfabeto fuente y dado un código C sobre el alfabeto A, se llama función de codificación a una aplicación biyectiva f:
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S es el alfabeto en el cual está la información que queremos codificar. Una aplicación biyectiva entre 2 conjuntos es una aplicación inyectiva (elementos diferentes tienen imágenes diferentes) y sobreyectiva (los elementos del conjunto C son imágenes de algún elemento de S, en este caso de 1 ya que la aplicación es inyectiva). A veces f no será una aplicación biyectiva; si f no fuese inyectiva habría varios símbolos del alfabeto fuente que se codificarían de la misma forma, lo que haría la decodificación muy difícil. Cuando f es biyectiva hablamos de códigos descifrables.

En muchas ocasiones se le llama código a la función de codificación; pero nosotros le llamamos código al conjunto C (imagen de f).

Ejemplo:
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Ejemplos de códigos:

· Polivio (año 208 a.C.) o código de fuego griego.
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55 no se incluye ya que el alfabeto A tiene 24 letras. Un alfabeto A de longitud q tiene qn palabras de longitud n (qn = |An| )
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Este es un (2,24) código. Este código persigue claridad, facilidad de transmisión de mensajes a distancia. Este código no permite detectar y/o corregir errores. Se piensa que este código se usaba para ocultar la información. En criptografía no se habla de código sino de cifras o criptosistemas. Este código se denomina cifra de Polivio.

Damero de Polivio:

	
	1
	2
	3
	4
	5

	1
	
	
	
	
	

	2
	
	
	
	
	

	3
	
	
	
	
	

	4
	
	
	
	
	

	5
	
	
	
	
	


f(= 11   f(=12 .......

· Código Morse. Se usa para transmisiones telegráficas. Se usa para codificar un mensaje fuente en lenguaje natural.

S = {a, b, c ......z}

A = {., _,  }

Se usan 3 símbolos: punto, raya y espacio.
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Este código no es de longitud fija. Las letras más frecuentes se codifican con palabras cortas, mientras que las letras menos usadas se codifican con palabras más largas; esto se usa para conseguir más eficiencia, cuanto más frecuentes sean las letras más cortas son las palabras del código.

Los espacios se usan para separar palabras (6 espacios) o letras entre palabras (3 espacios). Este código no permite corregir y/o detectar errores y no tiene fines criptográficos.

· Código ASCII (American Standard Code for Information Interchange). Este código es usado por los ordenadores para representar los caracteres alfanuméricos y caracteres especiales. El ASCII estándar usa palabras de 7 bits:

C = {0000000, 0000001, .......1111111}

27 = 128 palabras

El código ASCII extendido usa palabras de 8 bits:

C´= {00000000, ......11111111}

28 = 256

Esta extensión permite codificar más símbolos.

00100000 ( Espacio

Al código ASCII de 7 bits se le añade un bit de paridad para que el número de 1 de la palabra sea par:
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Este es el código ASCII estándar con control de paridad. El código ASCII estándar no detecta ni corrige errores, si cambia un bit de la palabra ésta se confunde con otra palabra del código. Al añadir el bit de paridad si se cambia un bit la palabra que se obtiene no es válida, ya que el número de 1 pasa a ser impar con lo que se detecta el error. Este código sólo detecta errores, no puedo saber cuál fue la palabra que se envió.

El ASCII con control de paridad es un (8,128) código, mientras que el ASCII estándar es un (7,128) código. El código ASCII extendido es un (8,256) código.

El código ASCII no es muy eficiente ya que es de longitud fija y usa el mismo número de bits para codificar caracteres frecuentes y poco frecuentes. En este código no hace falta separar las palabras ya que cada palabra tiene un número fijo de bits.

La ventaja del ASCII con bit de paridad sobre el ASCII estándar es que permite detectar errores y se puede pedir repetir la transmisión hasta que ésta sea correcta; el inconveniente es que es menos eficiente ya que para transmitir la misma información usa palabras de 8 bits en lugar de palabras de 7 bits.

Para detectar y corregir errores a los códigos se les añade redundancia con lo que se pierde eficiencia. Los lenguajes naturales tienen una gran cantidad de redundancia, lo que permite entender una conversación telefónica a pesar de que haya errores en la transmisión. Los códigos detectores de errores funcionan de tal forma que cuando se produzca un error, la palabra resultante no sea una palabra del código y de tal forma que la palabra real sea la más próxima a la palabra recibida.

El lenguaje natural tiene mucha redundancia; por ejemplo, el castellano tiene 83500 palabras y con 274 palabras podríamos codificar todas ellas, una posible codificación: aaaa, aaab .....zzzy, zzzz, y asignaríamos un significado a cada palabra de este código, pero si se cometiese un error ya tendríamos otra palabra del lenguaje y no podríamos saber cuál es la palabra enviada.

Esto no ocurre en el lenguaje natural. Shannon estudió la redundancia del idioma inglés y llegó a la conclusión de que la redundancia del inglés es del 75%. Si se hubiese diseñado el inglés para minimizar la redundancia se reducirían los textos en la 4ª parte. Si en un texto en inglés, la probabilidad de eliminar una letra es de ¾ el texto no será reconocible; por el contrario si la probabilidad de eliminar una letra es de ¼ el texto será reconocible.

Códigos Detectores de Errores: Ejemplos

Se intenta buscar una transmisión precisa entre dos puntos. Estos códigos se usan cuando se realiza una transmisión por un canal ruidoso. Un canal es el medio físico por el cual se realiza la transmisión; un canal ruidoso es un canal que está sujeto a perturbaciones y que genera alteraciones en el mensaje (ejemplos de canales: atmósfera, línea telefónica....). Los códigos detectores de errores se usan para recuperar la información que se envió incorrectamente. Un ejemplo de esto se usa en los CD, para que la información se mantenga a pesar de que el CD esté rayado.
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En la teoría de la información, desde el punto de vista de la eficiencia, nos centramos en la codificación pero ahora nos centraremos en los errores que se producen en el canal. La codificación y decodificación deben ser fáciles y rápidas; la transmisión a través  del canal debe ser rápida; debemos maximizar la cantidad de información transmitida por unidad de tiempo y debemos detectar y corregir errores, esta última característica entra en conflicto con las anteriores características ya que hace que aumente el tamaño de lo que se transmite. El código debe ser lo más eficiente posible y debe permitir detectar y corregir errores.

El canal acepta símbolos de un alfabeto finito A={a1, a2, ... aq} que llamaremos alfabeto del canal (ejemplo: A = {0, 1}). Cómo sabemos si un canal es muy ruidoso o poco ruidoso; esto se sabe si conocemos cuál es la probabilidad de que si se emite un símbolo se reciba otro símbolo: 

P(aj recibido|ai enviado) (probabilidad de que si se ha enviado ai se reciba aj). Cuando este conjunto de probabilidades se conoce para todos los valores de i y j conocemos las características del canal.

El canal perfecto sería aquel en el que:
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pero esto no existe en la práctica. A estas probabilidades se les llama probabilidades del canal o probabilidades de transición.
Definición: Un canal es un alfabeto (de canal) A={a1, a2, ... aq} junto con un conjunto de probabilidades de transición P(aj recibido|ai enviado) que satisfacen:
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es decir, siempre se recibe un carácter del alfabeto. Una palabra de código de longitud n correspondiente al código del alfabeto del canal da una palabra recibida de longitud n que no tiene por qué coincidir con la enviada (ni ser una palabra de código, ya que puede ser una palabra del alfabeto pero no del código).

No existe dificultad para identificar el comienzo de la 1ª palabra enviada. Si usamos un código de bloques sabemos donde empieza y acaba cada palabra.

El ruido se distribuye aleatoriamente; la probabilidad de que un símbolo sea cambiado por otro en la transmisión es la misma para todos los símbolos. La transmisión de un símbolo no está influenciada por la transmisión del símbolo precedente ni de los anteriores, es decir, el canal es un canal sin memoria. El error en la transmisión de un símbolo no afecta a  la transmisión de los siguientes símbolos.


[image: image13.wmf]alfabeto

del

Palabra

A

x

x

x

código

de

Palabra

C

c

c

c

enviado

c

recibido

x

P

enviado

c

recibido

x

P

simétrico

canal

n

n

n

n

i

i

i

®

Î

=

®

Î

=

=

Û

Õ

=

...

...

)

|

(

)

|

(

1

1

1


Cada suceso es independiente del anterior. Todos los sucesos son independientes.

El canal que usaremos más a menudo es el canal binario simétrico (binary simetric channel ( BSC). El alfabeto del canal es A={0,1}.
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En un canal simétrico existe la misma probabilidad de que un símbolo se reciba incorrectamente y además si un símbolo se recibe incorrectamente hay la misma probabilidad de que se reciba cualquier otro símbolo. 

Si 
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Se puede convertir el canal de tal forma que 
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 simplemente cambiando los símbolos recibidos. p = ½ es el caso más desfavorable. En la práctica los canales tienen una alta fiabilidad. Supondremos que trabajamos con un BSC que cumple 
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Supongamos que queremos detectar errores; debemos diseñar un código de tal forma que si a una palabra del código le cambiamos un único símbolo la palabra resultante no sea una palabra del código para así poder saber que se ha producido un error. Si además queremos corregir errores, la idea es parecida, para hacer la corrección hay que saber cuál es la palabra enviada. La idea básica es comparar la palabra recibida con todas las palabras de código y asignarle la palabra que difiera en menos símbolos. 

Ejemplo:

C = {00, 01, 10, 11} = 
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Z2 = {0, 1}

Este código no serviría para detectar errores.
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Si se producen errores las palabras que se obtienen son palabras del código. Para detectar errores hay que añadir redundancia. Se modifica el código para conseguir que las palabras del código se parezcan menos entre sí. La idea más sencilla es repetir la palabra:

C1 = {000000, 010101, 101010, 111111}

Aumento la longitud de las palabras. Si ahora recibo 111010 veo que no es una palabra válida del código y así sé que se ha cometido un error. Comparo esta palabra con las palabras del código y veo en cuántos símbolos se diferencia de las palabras del código. Veo que la palabra más próxima es la 101010 ya que sólo cambia un símbolo y podríamos asignarle esta palabra. Este código tiene la propiedad de que si al transmitir una palabra se comete un único error siempre podemos recuperar la palabra originalmente transmitida ya que dista uno de una palabra y más de uno del resto de palabras. Se dice que este código corrige un error. Esto se logra a costa de aumentar la longitud del código, necesitamos el triple de tiempo y espacio para transmitir la misma información (disminuye la eficiencia del código). Este código se denomina código de repetición. Si nos conformamos con que sólo se detecte un error podríamos usar este código:

C2 = {000, 011, 101, 110}

Añadimos un bit de paridad. Si a alguna palabra le cambiamos un único símbolo la palabra obtenida no es una palabra del código. Este código no permite corregir errores; si se recibe 100 podría haberse enviado 000, 101 o 110 habiendo cometido un error, pero no podemos saber qué es lo que realmente se ha transmitido. Se debe requerir una nueva transmisión de la palabra. La eficiencia ha disminuido con respecto a C pero no tanto como con C1.

Clases Residuales Módulo n:
Z = {0, 1, -1, 2, -2, .....}

Sea 
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 se dice que a es congruente con b módulo n, 

a 
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 b (mod n) 
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{(a,b) / a 
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 b (mod n)} 
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La relación de congruencia módulo n es una relación de equivalencia, pues es:

· Reflexiva, a
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 a (mod n) 
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· Simétrica a 
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 b (mod n) 
[image: image31.wmf]Þ

b 
[image: image32.wmf]º

 a (mod n)  
[image: image33.wmf]Z

b

a

Î

"

,


· Transitiva a
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 b (mod n), b 
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 c (mod n) 
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La relación de equivalencia permite definir las clases de equivalencia a 
[image: image39.wmf]Î

 Z. La clase de equivalencia de a se define como aquellos números relacionados con a:

a 
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 b (mod n)} 
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El conjunto de todas las clases de equivalencia forman una partición de Z ( Z es la unión disjunta de todas las clases). Al conjunto de todas las clases de equivalencia se le denomina conjunto cociente (sus elementos son clases).
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Propiedades:

Sean a, b 
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 Z, las siguientes condiciones son equivalentes:

i) a 
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 b (mod n)

ii) 
[image: image48.wmf]kn

a

b

Z

k

+

=

Î

$

/


iii) a y b tienen el mismo resto al dividir por n

División entera: a,n 
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 Z a= nq + r 
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, r = a (mod n),  el resto o residuo es único.
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¿Cuántas clases de equivalencia mod n hay? Cada elemento está en la misma clase de equivalencia que su resto al dividir por n; el número de clases es el número de posibles restos al dividir por n (n clases).
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Un anillo (R,+,·) es un conjunto R junto con dos operaciones binarias + y · que cumplen estas propiedades:

· R con respecto a la suma es un grupo abeliano: + es asociativa, tiene elemento neutro (0), todo elemento de R tiene simétrico (-x) ((R,+) es grupo) y es conmutativa ((R,+) es un grupo abeliano).

· · es asociativa y tiene elemento neutro (1).

· · es distributiva con respecto a +, es decir:

· (x + y) · z = x · z + y · z

· x · (y + z) = x · y + x · z


[image: image54.wmf]R

z

y

x

Î

"

,

,


El anillo R se dice conmutativo cuando · es conmutativa.
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Los anillos usuales son (Z,+,·); (R,+,·); (C,+,·) y (Q,+,·).

Definición: Un cuerpo es una anillo tal que todo elemento no nulo tiene inverso.

(Z,+,·) no es un cuerpo pero (R,+,·); (C,+,·) y (Q,+,·) son cuerpos conmutativos.
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En 
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Z

 se definen dos operaciones:
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,+,·) es un anillo conmutativo. El opuesto de 
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Los alfabetos que usaremos son conjuntos de clases residuales.

Para cada 
[image: image63.wmf])
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Si para cada entero a 
[image: image64.wmf]Î

 Z llamamos a(mod n) al resto de dividir a por n, la aplicación definida así:
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es una aplicación biyectiva. Ambos conjuntos tienen n elementos, así para ver que f es biyectiva basta con ver que sea inyectiva.

Sean 
[image: image66.wmf]b
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Así la aplicación es inyectiva, ya que si dos elementos tienen la misma imagen entonces son el mismo elemento.

Definimos en Zn las siguientes operaciones 
[image: image67.wmf]n
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x + y := (x + y) (mod n)

x · y := (x · y) (mod n)

(Zn , + , ·) es un anillo conmutativo. f es un isomorfismo de anillos, es una aplicación entre 2 anillos que conserva las operaciones:

f(a+b) = f(a) + f(b)

f(a·b) = f(a) · f(b)

Los 2 anillos son isomorfos, tienen las mismas propiedades. Estos 2 anillos se pueden identificar.

Z6 = {0,1,2,3,4,5,6}

5+2=1     3·5=3     5+3=2

¿Cuándo es Zn un cuerpo? Un cuerpo es un anillo en el que todo elemento diferente de 0 tiene inverso para el producto.

Z2 = {0,1} es un cuerpo. –1=1 (1 + 1 = 0).

Z3 = {0,1,2} es un cuerpo.

	+
	0
	1
	2

	0
	0
	1
	2

	1
	1
	2
	0

	2
	2
	0
	1


-1 = 2 ( El opuesto del 1 (1 + (-1) = 0; 1 + 2 = 0)

Z4 = {0,1,2,3} no es un cuerpo ya que 2 no tiene inverso para el producto. 2 · 2 = 0, 2 es un divisor de 0, un anillo con divisores de 0 no puede ser un cuerpo.
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Un divisor de 0 no puede tener inverso para la multiplicación.

Z5 = {0,1,2,3,4} es un cuerpo. 2 · 3 = 1, 4 · 4 =1.

Z6 no es un cuerpo, Z7 es un cuerpo...

Zn es un cuerpo si n es primo.
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 d|a, d|b

d´|a, d´|b 
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d´|d si d es el máximo común divisor de a y b y se denota d = mcd (a,b) o d = (a,b).
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Esto tiene un inconveniente ya que se necesita descomponer los números como producto de números primos, lo cual es infactible computacionalmente.

Veremos ahora un algoritmo que nos permite hallar el mcd de 2 números, el algoritmo de Euclides, usa una sucesión de divisiones enteras.

Proposición: Sean a,b 
[image: image72.wmf]Î

 Z, entonces [d | a , d | b] 
[image: image73.wmf]Û

 [d | b, d | a (mod n)]

Proposición: : Sean a,b 
[image: image74.wmf]Î

 Z, entonces mcd (a,b) = mcd (b,a(mod b). Esto es una consecuencia directa de la anterior propiedad.

a > b ( Se reduce el cálculo al hallar el mcd ya que a(mod b) es menor que b.

Sean a,b 
[image: image75.wmf]Î

 Z+ 

r-1 = a

r0 = b

a = q1b + r1
r-1 = q1r0 + r1

r0 = q2r1 + r2

r1 = q3r2 + r3

.

.

.

rk-3 = qk-1rk-2 + rk-1
rk-2 = qkrk-1 + rk
rk-1 = qk+1rk
r3 < r2 < r1 < r0 

mcd (a,b) = mcd (b,r1) = mcd (r1,r2) … = mcd (ri,ri+1) ….

Este proceso no continua de forma indefinida, se alcanzará un resto cero; supongamos que rk+1 = 0. Este resto 0 se obtiene en un número pequeño de pasos.

mcd (a,b) =  mcd (rk,0) = rk

rk+1 = 0 
[image: image76.wmf]Þ

mcd (a,b) = rk
Ejemplo

	
	1
	2
	2

	84
	60
	24
	12

	24
	12
	0
	


mcd (84,60) = 12

Zn = {0, 1, 2 ….n-1}

Proposición: Sean a,b 
[image: image77.wmf]Î

 Z, entonces existen enteros u,v 
[image: image78.wmf]Î

 Z / mcd (a,b) = ua + vb

mcd (a,b) = rk = rk-2 – qkrk-1 = rk-2 – qk(rk-3 –qk-1rk-2) = ….. = ua + vb

Proposición: Zn es cuerpo 
[image: image79.wmf]Û

n es primo

Demostración:
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Supongamos que n no es primo, entonces n = rs, r,s > 1. r,s 
[image: image81.wmf]Î

Zn, rs = 0 
[image: image82.wmf]Î

 Zn 
[image: image83.wmf]Þ

r y s son divisores de 0 
[image: image84.wmf]Þ

 r y s no tienen inverso para el producto.
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Supongamos que n es primo y sea a 
[image: image86.wmf]Î

  Zn, a
[image: image87.wmf]¹

0. mcd (a,n) = 1 
[image: image88.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image89.wmf]$

 u, v 
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 Z / 1 = ua + vn 
[image: image91.wmf]Þ

1 (mod n) = ua (mod n) + vn (mod n) 
[image: image92.wmf]Þ

1 = ua (mod n) 
[image: image93.wmf]Þ

ua = 1
[image: image94.wmf]Î

 Zn
Ejemplo:

9 
[image: image95.wmf]Î

 Z23
	
	2
	1
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	4

	23
	9
	5
	4
	1

	5
	4
	1
	0
	


1 = 5 – 4 = 5 – (9 –5) = 2·5 – 9 =  2· (23 – 2·9) – 9 = 2·23 – 5·9

1 = -5·9 (mod 23)

En Z23 9 · (-5) = 1 
[image: image96.wmf]Î

 Z23
-5 = 18

-5 = 23·1 +18
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9 · 18 = 1 
[image: image98.wmf]Î

 Z23
En Teoría de Códigos trabajaremos con Zp cuerpo, es decir p primo. Zp no son los únicos cuerpos finitos que hay. Si q = pr con p primo entonces existe un (único) cuerpo finito que tiene q elementos (Fq o GF(q)). F4 es cuerpo pero Z4 no lo es.

En la práctica usaremos Z2 = {0, 1}

	+
	0
	1

	0
	0
	1

	1
	1
	0


	·
	0
	1

	0
	0
	0

	1
	0
	1


Aplicación:
Veremos el código que se utiliza para generar la letra del NIF. Se toma el DNI que tiene 8 dígitos (n = número de DNI) y se calcula el resto de dividir n por 23:

r = n (mod 23)

Esto da la letra  
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n + letra que acupa el lugar r.

Definición: Sea C un (n,m)-código q-ario (|A| = q, siendo A el alfabeto). Se define la tasa de información (o de transmisión) de C como:
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En el caso binario tenemos:
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Esta definición trata de dar la relación que hay entre los símbolos del código dedicados a la información y los símbolos dedicados a la redundancia (detectar y/o corregir errores).

Ejemplo:

C = {00, 01, 10, 11}
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(n,m) - código
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Este código no corrige ni detecta errores. Todos los símbolos están dedicados a la transmisión de información y así este código tiene la máxima tasa de transmisión.

logq m 
[image: image105.wmf]£

 n

Para corregir un error podemos añadir un bit de paridad.

C´ = {000, 011, 101, 110}
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La tasa de información disminuye, añadimos un bit para detectar errores pero no transmite información. Se puede ver esto como el cociente entre el número de símbolos dedicados a la información y el número total de símbolos.

Dado R no podemos determinar si el código permite detectar y/o corregir errores.

C´´ = {000000, 010101, 101010, 111111}
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Conociendo R sabemos la eficiencia del código. Los códigos más eficientes tienen      R = 1.

Distancia Hamming y Descodificación por Distancia Mínima

C 
[image: image108.wmf]Í

 An
u ( w

Donde u es la palabra transmitida y w es la palabra recibida. Para descodificar se usa una regla de decisión que es una aplicación de An en C:
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Lo que se recibe puede no ser una palabra del código (se conserva la longitud de la palabra). Esta regla de decisión me da palabras del código. Si f(w) = u descodifico w como u. Si w ya es una palabra del código entonces f(w) = w.

Supongamos que tenemos una regla de decisión 
[image: image110.wmf]C
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que verifica:

P (w recibido | f(w) enviado) = 
[image: image111.wmf]C
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 P (w recibido | v enviado)

Esto quiere decir que f(w) tiene la propiedad de que no hay ninguna otra palabra de código que sea más probable que haya sido enviada. Si esto se cumple se dice que f es una regla de decisión de probabilidad máxima. En la práctica no se sigue este camino. 





BSC
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Si usamos un BSC no conocemos el valor de 1-p. No se calculan probabilidades, se ve cuál es la palabra de código más próxima a la palabra recibida; esto coincide, para un BSC, con la descodificación de probabilidad máxima.

Proposición: Dado un BSC con 
[image: image112.wmf]2
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 la regla de decisión de probabilidad máxima consiste en elegir la palabra de código que difiera de la palabra recibida en el número mínimo de símbolos posibles.

La probabilidad de que una palabra tenga k errores en k posiciones dadas es pk (1-p)k. Si enviamos v y la palabra recibida w difiere de v en k lugares entonces la probabilidad P ( w recibido | v enviado) = pk (1-p)k. Esta probabilidad aumenta al aumentar k; debemos hacer k lo mayor posible (distancia mínima), A partir de ahora no trataremos con probabilidades si no con la distancia mínima.

Puede ocurrir que haya varias palabras a distancia mínima (MLD). Se dice que la descodificación es completa si sólo hay una palabra posible con distancia mínima y se dice que la descodificación es incompleta cuando hay más de una posible palabra con distancia mínima y se produce un error.

Definición: Sea A un alfabeto y u,w 
[image: image113.wmf]Î

 An. Se define la distancia Hamming d(u,w) como el número de posiciones en las que difieren v y w.
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Esta aplicación es una métrica:

· Es definida positiva: d(u,w) 
[image: image115.wmf]³

0 y d(u,w) = 0 
[image: image116.wmf]Û

u = w 
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· Es simétrica: d(u,w) = d(w,u)  
[image: image118.wmf]n
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· Desigualdad triangular: d (u,v) 
[image: image119.wmf]£

 d (u,w) + d (w,v) 
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La bola con centro en un elemento u y radio 1 es u, todos los puntos son abiertos (
[image: image121.wmf]Þ

 topología abierta).

Definición: Se llama distancia mínima (o distancia) de un código C a:
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Definición: Un código C es t-detector (de errores), t 
[image: image123.wmf]+

Î

Z

, si cuando el número de errores cometidos al transmitir una palabra es mayor o igual que 1 y menor o igual que t, entonces la palabra resultante no es una palabra del código. C se dice que es exactamente t-detector cuando es t-detector pero no es (t+1)-detector.

Proposición: Un código C es exactamente t-detector si y sólo si d(C) = t+1.

Definición: Un código C es t-corrector de errores si la descodificación permite corregir todos los errores de tamaño t o menor en una palabra de código, suponiendo que cuando hay varias palabras de código equidistantes de la palabra recibida el proceso de descodificación declara un error y el proceso no se completa. Un código C se dice que es exactamente t-corrector cuando es t-corrector pero no es (t+1)-corrector.

Error de tamaño t: Error en el cual el número de errores es t.

Proposición: Un código C es exactamente t-corrector si y sólo si d(C) = 2t + 1 o 2t + 2.

Demostración:


[image: image124.wmf]"

"

Ü

  Supongamos que d(C) = 2t + 1 o 2t + 2 y que la palabra recibida w difiere de la palabra enviada v en a lo sumo t posiciones, es decir, d(v,w) 
[image: image125.wmf]£

 t. Supongamos que u 
[image: image126.wmf]Î

 C tal que d(u,w) 
[image: image127.wmf]£

 t y u 
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v. Entonces d(u,v) 
[image: image129.wmf]£

 d(u,w) + d((w,v) 
[image: image130.wmf]£

 t + t 
[image: image131.wmf]£

 2t, contradicción ya que  d(C) = 2t + 1 o 2t + 2, así no puede haber 2 palabras de código distintas cuya distancia es menor que la distancia mínima del código. Así llego a que cualquier palabra de código diferente de v dista de w más que t.

Veamos ahora que C es t-corrector y no (t+1)-corrector suponiendo que             d(C) = 2t + 1 o 2t + 2

d(C) = 2t +1 


[image: image132.wmf]$


u,v 
[image: image133.wmf]Î

 C / d(u,v) = 2t +1. Supongamos que se transmite w y que se cambian t+1 símbolos correspondientes a t+1 posiciones de entre las 2t+1 en que difieren u y v por los correspondientes símbolos de la palabra u. Vemos un ejemplo:
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d(u,w) = 2 pero d(w,v) = 1

Entonces la palabra recibida w dista t+1 de u y dista t de v, luego el código no corrige t+1 errores.

d(C) = 2t + 2 ( Ocurre lo mismo

d(C) = 2t + 2 = 2(t+1) ( C es exactamente t-corrector.

d(C) = 2t  ( C es exactamente (t-1)-corrector.
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Supongamos que d(C) 
[image: image137.wmf]£

 2t y por lo tanto no es t -corrector. Entonces si el código es t –corrector esto no puede ocurrir y por tanto si C es t-corrector 
[image: image138.wmf]Þ

d(C) 
[image: image139.wmf]³

2t + 1.  Si d(C) 
[image: image140.wmf]³

2t + 3 = 2(t+1) + 1 
[image: image141.wmf]Þ

C sería exactamente (t+1)-corrector (Contradicción). Así d(C) = 2t + 1 o 2t + 2.

Definición: Un código de longitud n, tamaño m y distancia d se dice que es un    (n,m,d) – código.

Ejemplos:

· Código de repetición binario de longitud n:

{
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Este código corrige 
[image: image144.wmf]ú

û

ú

ê

ë

ê

-

2

1

n

 errores.

· El Mariner  9 (1979) tomó fotos en blanco y negro de Marte. Las imágenes eran de 600x600 y con 64 niveles de gris. Se usó un código binario de tamaño 64. Se usó un (32, 64, 16)-código (código de Reed-Muller). Este era un código 7-corrector.
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· El Voyager (1979-1981) tomó fotos en color de Júpiter y Saturno de 4096 colores. Se usó un (24, 4096, 8)-código (Código de Golay). Este era un código 3-corrector.
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Códigos Perfectos

Definición: Sea A un alfabeto, |A| = q, v 
[image: image147.wmf]Î

 An y r 
[image: image148.wmf]Î

 R, r 
[image: image149.wmf]³

 0. La esfera de radio r y centro v es:
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(Bola cerrada de centro v y radio r).

El volumen de Sq(v,r) es |Sq(v,r)| y está dado por:
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El volumen de la esfera de radio r es independiente del centro.

Vq(n,r) = 1 + n(q-1) + 
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÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

2

n

(q-1)2 +  ....
[image: image153.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

r

n

(q-1)r 

1 ( palabras a distancia 0

n(q-1) ( palabras que distan 1
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(q-1)2 ( Posibles posiciones para el resto de símbolos

Ejemplo:

A = {0, 1}

n = 3
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Esfera de radio 1 centrada en 111 = {101, 111, 110, 011}

Definición: Sea C 
[image: image156.wmf]Í

 An. El radio de empaquetamiento de C es el mayor entero r tal que todas las esferas de radio r (Sq (v,r), v 
[image: image157.wmf]Î

 C) son disjuntas.

Esto siempre existe ya que todas las esferas de radio 0 son disjuntas.

Definición: El radio de recubrimiento es el menor entero s tal que la unión de todas las esferas de radio s es An.
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r = pr(C)

s = cr(C)

Proposición: Un código C es t-corrector si y sólo si las esferas de radio t Sq (v,t),        v 
[image: image159.wmf]Î

 C, son disjuntos. C es exactamente t-corrector si y sólo si pr(C) = t. El radio de empaquetamiento de un (n,m,d)-código es:
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Ejemplo:

d(C) = 4


[image: image161.wmf]4
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Las palabras intermedias no son palabras del código. La distancia mínima entre dos palabras es 4. 

Las esferas de radio 1 son disjuntas ( Este código corrige 1 error

Las esferas de radio 2 no son disjuntas, tienen un punto común

d(C) = 3


[image: image162.wmf]
Este código corrige 1 error.

Definición: Un código C
[image: image163.wmf]Í

 An se dice perfecto cuando cr(C) = pr(C), es decir, cuando existe un entero r tal que Sq(v,r), v
[image: image164.wmf]Î

 C, son disjuntas y recubren An. En este caso las esferas de radio r forman una partición de An.

Ejemplo:

H2 (3) (Hamming) ( Es un (7,16,3)-código binario

Este es un código 1-corrector

d = 3 ; t = 1 = pr(H2(3))

m = | H2 (3)| = 16

Veamos si este código es perfecto.

|An| = 
[image: image165.wmf]|
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Hay que ver que las esferas de radio 1 recubren 
[image: image166.wmf]7

2

Z

. Hay que ver que la unión de todas las esferas tiene 128 elementos.

V2(7,1) = |S2(v,1)| = 1 +7 = 8

Hay 16 esferas ( Tienen 8·16 palabras =128

El código es perfecto.

Proposición (Condición de empaquetamiento de esferas): Sea C un (n,m,d)-código q-ario. C es perfecto si y sólo si d = 2t + 1 es impar y además n·Vq(n,t) = qn, es decir:
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Demostración:


[image: image168.wmf]"
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Si la distancia mínima fuese par, d= 2t + 2 habría palabras que no estarían en una esfera de radio t=1, para d = 4 (Ver 1ª imagen de la página anterior) . El radio t no sería el radio de recubrimiento; t + 1 puede que sea el radio de recubrimiento pero ya no es el radio de empaquetamiento. 
C perfecto, d = 2t + 1, pr(C) = cr(C) = t. {Sq(v,t) / v 
[image: image169.wmf]Î

 C} es una partición de An.

qn = |An| = m·Vq(n,t)   (m ( número de esferas)


[image: image170.wmf]"
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    C es un (n,m,2t+1)-código que cumple m·Vq(n,t) = qn. El número de esferas por el volumen de las esferas es qn 
[image: image171.wmf]Þ

La unión de todas las esferas de radio t contiene a An. Las esferas de radio t son disjuntas 
[image: image172.wmf]Þ

El código es perfecto.
(n,m,d) = (90,278,5) ( No corresponde a ningún código perfecto. Hay algunos parámetros que corresponden a más de un código distinto.

(n,m,d)-código q-ario:
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La eficiencia y la capacidad de corregir errores son incompatibles, para corregir errores las palabras deben ser largas, con lo que se reduce la eficiencia. Se buscan códigos óptimos que combinen estas dos propiedades.

Definición: La tasa de corrección de errores de un (n,m,d)-código C es:
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Es el número de errores que se corrigen en relación a la longitud de las palabras.

Ejemplo:

C ={
[image: image175.wmf]0
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R(C) = 
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n = 2t +1
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Cuanto mayor sea la longitud del código más aumenta la tasa de corrección de errores (hasta el límite de 0.5). Este código es útil d.p.v de la corrección de errores pero no d.p.v de la eficiencia.

m = 1:

R(C) = 0 ( Este código tiene la mínima tasa de transmisión ya que un código de una sola palabra no transmite información.

En este caso no podemos hablar de una distancia mínima, se suele tomar 
[image: image180.wmf])
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 = 1 ya que no puede haber errores debido a que sólo hay una palabra.

(n,qn,1)-código, C = An (|A| = q)
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R es máximo (todos los símbolos transmiten información).
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No se corrigen errores ya que todas las palabras de An son palabras del código.

El problema de cuáles son los mejores código aún no está resuelto.

La tasa de corrección de errores está dada por d y n; fijamos d y n y tratamos de optimizar m para que el código tenga R lo mayor posible. Se definen unos números:

Aq(n,d) := max {m / existe (n,m,d)-código q-ario}

Un (n,Aq(n,d),d)-código se dice que es un código optimable.

Problema principal de la teoría de códigos: Determinar el valor de Aq(n,d)

Aq(n,d) 
[image: image183.wmf]£

 qn-d+1
(Cota de Singleton)

Cota de Plotkin:

a) Si n es par entonces:

Para n < 2d, A2(n,d) 
[image: image184.wmf]£



 EMBED Equation.3  [image: image185.wmf]ú
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Para n = 2d, A2(n,d) = 4d

b) Si n es impar entonces:

Para n < 2d + 1, A2(n,d) 
[image: image186.wmf]ú
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Para n = 2d + 1, A2(2d+1,d) 
[image: image187.wmf]£

 4d + 4

Shannon: A Mathematica Theory of Communication

Teorema del Canal Ruidoso: Este teorema demuestra que existen buenos códigos pero no dice cómo obtenerlos.

Para un BSC con probabilidad de paso p la capacidad es:
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Consideremos un BSC con capacidad C(p). Si R(C) < C(p) entonces para cada  > 0 existe un (n,m)-código C cuya tasa de transmisión es mayor o igual que R y para el cual P(error de descodificación) < 

Ejemplo:

BSC con p = 0.01

C(p) = 0.919 (casi 92%)

Podemos encontrar un código con R = 0.919 y con probabilidad de error arbitrariamente baja.

Códigos Lineales

Los códigos lineales son espacios vectoriales sobre un cuerpo finito. Los alfabetos que usaremos son cuerpos finitos (K).

Zp = {0,1....p-1}

q = pr ( p primo, Fq cuerpo finito con q elementos.

En particular si q = p (primo), entonces Fq = Fp = Zp.

F2 = Z2 = {0,1}

F3 = {0,1,2}

F5 = {0,1,2,3,4}

Definición: Un código lineal de longitud n sobre K es un K-subespacio vectorial C de Kn
Kn = {(x1 ..xn) / x1,…xn 
[image: image189.wmf]Î

 K}

Dados 2 elementos de C su suma y su producto pertenece a C ( + y · son cerradas).

C 
[image: image190.wmf]Í

 Kn, v,w 
[image: image191.wmf]Î

 C, 
[image: image192.wmf]Î


[image: image193.wmf]Þ

v + w 
[image: image194.wmf]Î

 C

K = Z2
C = {000,010} ( Código Lineal 
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En el caso binario la suma de dos palabras debe ser una palabra del código.
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C = {010} ( No es un código lineal, ya que no contiene a 000.

C = {000,010,110} ( No es un código lineal ya que  110 + 010 = 100 
[image: image197.wmf]Ï

 C

Un código lineal binario tiene un número de palabras que es potencia de 2.

Un código lineal C sobre K de longitud n y dimensión k se dice que es un [n,k]-código (lineal); si la distancia es d, se dice que es un [n,k,d]-código.

¿Cuál es el tamaño de un [n,k,d]-código q-ario?

Si C es un [n,k]-código q-ario 
[image: image198.wmf]Þ

C es isomorfo a Kk (C
[image: image199.wmf]@

Kk)

|C| = |Kk| = |K|k = qk
m = qk
Un [n,k,d]-código q-ario es un (n,qk,d)-código q-ario.

v
[image: image200.wmf]Î

C, C código binario 
[image: image201.wmf]Þ

v + v = 2v = 0

Repaso de Álgebra Lineal:
V K-espacio vectorial (V un EV sobre un cuerpo K). Dado un subconjunto S
[image: image202.wmf]Í

V, el subespacio de V generado por S es el menor subespacio de V que contiene a S y se denota <S>. Se verifica que:
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Si <S> = V entonces se dice que S es un conjunto generador de V.
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S
[image: image205.wmf]Í

V, S se dice que es linealmente independiente cuando:


[image: image206.wmf]n

i

S

v

K

v

i

n

i

i

i

i

i

....

1

,

0

,

,

0

1

=

"

=

Þ

Î

Î

=

å

=

a

a

a


S
[image: image207.wmf]Í

V, S = {v1, ….vn}. Se dice que S es una base de V cuando S es conjunto generador de V y S es LI.

S es base 
[image: image208.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image209.wmf]å
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Proposición: Se V un K-espacio vectorial y B
[image: image212.wmf]Í

V(B un subconjunto de V). Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

i) B es una base.

ii) B es un conjunto LI maximal de V.
iii) B es un conjunto generador minimal de V.

Conjunto LI maximal ( Conjunto LI tal que cualquier subconjunto de V que lo contenga propiamente no es LI.

Conjunto generador minimal ( Conjunto generador tal que ningún subconjunto propio de B es conjunto generador.

Corolario: Sea V un K-espacio vectorial. Todo conjunto generador de V contiene una base y todo conjunto LI de V está contenido en una base.

Corolario: Todo K-espacio vectorial V tiene una base. Además todas las bases de V tienen la misma cardinalidad (número de elementos) que en nuestro caso es siempre finita y que se llama dimensión de V, dim V.

Proposición: dim V = k 
[image: image213.wmf]Û

V
[image: image214.wmf]@

Kk. Todos los EV de la misma dimensión son isomorfos. Un isomorfismo es una aplicación biyectiva y lineal (conserva las operaciones).

Demostración:
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dim V = k 
[image: image216.wmf]Þ

V tiene una base B = {v1, .....vk}
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C
[image: image218.wmf]Í

Kn
dim C 
[image: image219.wmf]£

dim Kn = n

[n,k,d]-código lineal 

k 
[image: image220.wmf]£

 n

k = 0 
[image: image221.wmf]Þ

C = {00….0}

k = n 
[image: image222.wmf]Þ

C = Kn

Definición: Sea L una sucesión (puede haber términos iguales) finita de vectores de Kn, (v1....vk). Se llaman operaciones elementales sobre (v1,....vk) a las siguientes:

i) e(p,q) : Intercambiar vp y vq (vp 
[image: image223.wmf]«

 vq)

ii) e(p) : Reemplazar el vector vp por el vector vp, donde 
[image: image224.wmf]Î


[image: image225.wmf]¹

0          (vp 
[image: image226.wmf]«

vp).

iii) e(p)+q) : Reemplazar un vector vp de la sucesión por vp + vq, con 
[image: image227.wmf]Î


[image: image228.wmf]¹

0 (vp 
[image: image229.wmf]«

vp+vq).

Si e denota una operación elemental de las anteriores, llamaremos e(L) a la sucesión finita de vectores obtenida a partir de L mediante la aplicación de e.

Proposición: Sea L una sucesión finita de vectores de Kn y e una operación elemental sobre L. Entonces se verifica:

i) <L> = <e(L)>

ii) L es LI 
[image: image230.wmf]Û

e(L) es LI

Demostración:

i) Todo elemento de e(L) es una CL de los elementos de L y viceversa, así el espacio que generan es el mismo.

ii) Consecuencia de i).

Si aplicamos una opración elemental y luego su inversa obtenemos la sucesión L.
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Una sucesion finita de vectores de Kn es una matriz de k filas y n columnas.

L = (v1,......vk) sucesión finita de vectores de Kn 
[image: image232.wmf]Û

Matrices Mkxn(K)

v1 = (v11,....v1n)

v2 = (v21,…v2n)

.

.

.

vk = (vk1,…vkn)

Esto se puede ver así:
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Las operaciones elementales se aplicarán a las filas de la matriz. Vamos a transformar una matriz dada en otra que nos sea más útil para trabajar.

Definición: Una sucesión finita v1,....vk 
[image: image234.wmf]Î

Kn se dice que es escalonada cuando, si se considera la 1ª componente no nula de cada vector todas las componentes no posteriores de los vectores siguientes son cero y además todos los vectores 0 de la sucesión están al final, es decir, vp = 0 
[image: image235.wmf]Þ

vp+1 = ...= vk = 0.

Ejemplo:

(3, 5, 0, 1, 4, 2, 2)

(0, 0, 3, 1, 0, 2, 4)

(0, 0, 0, 0, 5, 2, 1)

(0, 0, 0, 0, 0, 2, 3)

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 1)

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)


[image: image236.wmf]
Proposición: Si L = (v1, ....vk) es una sucesión escalonada de vectores de Kn, entonces los vectores no nulos de L forman una base de <L>.

Una sucesión escalonada es LI.

Proposición: Sea L un conjunto finito de vectores de Kn, entonces L se puede transformar en una sucesión escalonada por medio de un número finito de operaciones elementales. La sucesión así obtenida (descartando los vectores nulos si los hubiera) es una base de <L>.

Si añado n-k vectores de forma que la sucesión resultante sea escalonada obtengo una base de Kn.

Ejemplo:
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Z3 = {0, 1, 2}

Vamos a transformar esta matriz en escalonada mediante operaciones elementales.
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El código generado por los 5 primeros vectores está formado por estos 5 vectores. Los primeros vectores ya forman una base pero en general no sucederá esto. Esta matriz tiene rango 5.

C = <101101, 011000, 110101, 001010> 
[image: image239.wmf]6
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En primer lugar debemos encontrar una base de C.
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Una base de C, B ={101101, 011000, 001010}

C = <101101,011000, 001010>

Vamos a ver ahora cómo es el código explícitamente.

C = <u1, u2, u3>

C = {u1, u2, u3, 0, u1+u2, u1+u3, u2+u3, u1+u2+u3}

C = {000000, 101101, 011000, 001010,110101, 100111, 010010,111111}

qk = 23
dim C = 3

C = <0121, 2101> 
[image: image241.wmf]4
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Z3 = {0, 1, 2}

Tamaño del código = qk = 32 = 9

C = {0000, 0121, 2101, 1202, 0212, 2222, 1020, 2010, 1111}

C = <1000011, 0100101, 0010110, 0001111>  
[image: image243.wmf]7
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[7,4]- código (Hamming)

24 = 16 palabras

¿Cómo hallar la distancia mínima?

En general, para un código arbitrario se toma todo el código y se van comparando las palabras para ver cuál es la distancia mínima; si el código tiene tamaño m deberíamos calcular 
[image: image244.wmf]÷
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 distancias, número que puede ser grande (m=10000 (
[image: image245.wmf]÷
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La distancia mínima es la distancia mínima entre dos palabras del código que sean distintas.

Definición: Sea C un código (no necesariamente lineal) y v 
[image: image246.wmf]Î

 C una palabra del código. Se define el peso de v como el número w(v) de símbolos no nulos de v.

v = 10010 
[image: image247.wmf]Þ

w(v) = 2

Proposición: Sea C un código lineal y u,v 
[image: image248.wmf]Î

 C. Entonces se verifica:

· d(u,v) = w(u-v)

· w(u) = d(u,0)

El código debe ser lineal ya que u-v debe pertenecer al código.

Definición: Sea C un código. Se llama peso de C (o peso mínimo de C) a:


[image: image249.wmf]}
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Proposición: Si C es un código lineal entonces d(C) = w(C).

Demostración:

Sean u,v 
[image: image250.wmf]Î

 C tales que d(u,v) = d(C)

w(C) 
[image: image251.wmf]£

w (u-v) 
[image: image252.wmf]¹

0

w(u-v) = d(u,v) = d(C)

Así : w(C) 
[image: image253.wmf]£

 d(C)

Sea u una palabra distinta de cero de peso mínimo, es decir, w(u) = w(C)

d(C) 
[image: image254.wmf]£

 d(u,0) = w(u) = w(C)

Así: d(C) 
[image: image255.wmf]£

 w(C)

Juntando las dos desigualdades obtenemos: d(C) = w(C).

Para obtener la distancia mínima sólo tengo que recorrer m-1 palabra del código y calcular sus pesos, con lo que el número de operaciones se reduce.

El peso mínimo no tiene por qué coincidir con el peso mínimo de los elementos de la base.

Matrices Generatrices y Matrices de Control

Definición: Sea C un [n,k]-código lineal sobre un cuerpo K (C 
[image: image256.wmf]Í

 Kn). Una matriz generatriz de C es una matriz de Mkxn(K) cuyas filas forman una base de C.

La matriz generatriz no es única ya que hay muchas bases.

C = <101101, 011000, 110101, 001010> es un [6,3]-código
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Siempre se cumple que k 
[image: image258.wmf]£

 n.

Para que una matriz sea generatriz sus filas deben ser una base del código, deben ser un conjunto LI. La matriz debe tener rango k (= número de filas).

Proposición: Si G 
[image: image259.wmf]Î

 Mkxn(K) con k 
[image: image260.wmf]£

 n, G es matriz generatriz de un código lineal sobre K ([n,k]-código) si y sólo si rg(G) = (G) = k.

Proposición: Sea C un [n,k]-código lineal sobre K y G una matriz generatriz de C. Entonces C = { xG / x 
[image: image261.wmf]Î

Kk} y la aplicación:


[image: image262.wmf]xG
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es un isomorfismo de k-espacios vectoriales.

x 
[image: image263.wmf]Î

 Kk, x 
[image: image264.wmf]Î

 M1xk(K)

G 
[image: image265.wmf]Î

 Mkxn(K)
xG 
[image: image266.wmf]Î

 M1xn(K) = Kn
Se multiplica la primera componente de x por la primera fila de G y así sucesivamente, y al final se hace una suma componente a componente.
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G 
[image: image268.wmf]Î

 Mkxn(K); (G) = k = (f) = dim(Im f); Im f = C


[image: image269.wmf]W
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dim V = dim ker f + dim Im f

k = dim ker f + k 
[image: image270.wmf]Þ

 dim ker f = 0 
[image: image271.wmf]Þ

f es inyectiva

V
[image: image272.wmf]f
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Interesa encontrar matrices generatrices lo más sencillas posibles para que la descodificación sea sencilla. Veamos cómo conseguir matrices generadoras lo más sencillas posibles.

Definición: Sea C un (n,m,d)-código q-ario sobre un alfabeto A. Consideramos los dos tipos de operaciones siguientes:

1- Sea  una permutación del conjunto de índices {1, 2, .... n}. Es una aplicación biyectiva de un conjunto en si mismo. Ejemplo: 
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Para cada palabra de código u = u1u2 ...un, ui 
[image: image274.wmf]Î

 A, se sustituye u por la palabra u(1)u(2) .... u(n) (permutación posicional).

2- Sea para cada índide i 
[image: image275.wmf]Î

 {1, 2, ....n}, i: A ( A una permutación. Se sustituye cada palabra del código u = u1u2 ...un por u1u2 ...i(ui)... un (permutación de símbolos).Ejemplo:

i = 3
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3 = (1 0) ( Cada elemento va al siguiente y el último va al primero.

10110 ( 10010

Definición: El código C´ es equivalente al código C cuando C´ se obtiene a partir de C mediante una sucesión finita de operaciones de los 2 tipos anteriores.

Ejemplo:

C = {10121, 21120, 00221, 10120, 01212}
[image: image277.wmf]5

3

Z

Í



[image: image278.wmf]Î

S5

 = (1 3) (2 5)

1 ( 3
2 ( 5

3 ( 1
5 ( 2

C´= {11121, 1’221, 21020, 10120, 22011}

Ahora aplico:

(1) (0 2 1) en la posición 1

() (0 1) en la posición 4

Aplico 1:

C´´ = { 01120, 00221, 11020, 00120, 12011}

Aplico 4:

C´´´ = {01120, 00221, 11020, 00120, 12001}

Esta relación es una relación de equivalencia, es decir, cumple las propiedades reflexiva, simétrica y transitiva.

Estas operaciones conservan todos loas parámetros del código (longitud, tamaño y distancia entre palabras). Dos códigos equivalentes tienen los mismos parámetros y la misma distancia mínima, con lo que tienen la misma capacidad de corregir errores.

Proposición: Sea C un código de longitud n sobre el alfabeto A y u 
[image: image279.wmf]Î

 An. Entonces existe un código C´ equivalente a C y tal que u 
[image: image280.wmf]Î

 C´.

Demostración:

Sea v 
[image: image281.wmf]Î

 C. Mediante a lo sumo n permutaciones de símbolos se pasa de v a u. Entonces el código C´ obtenido a partir de esas permutaciones es equivalente a C y tenemos la propiedad de que u 
[image: image282.wmf]Î

 C´.

Definición: Una matriz generatriz G de un [n,k]-código se dice normalizada o estándar (o estándar por la izquierda) cuando es de la forma siguiente:


[image: image283.wmf])
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donde Ik es la matriz identidad de Mk(K) (matrices cuadradas k x k). Además si un código C tiene una matriz generatriz estándar se dice que C es un código sistemático.

Ejemplo:

[5,3]-código

G = 
[image: image284.wmf]÷
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A ( k filas y n-k columnas

A 
[image: image285.wmf]Î

 Mkx(n-k)(K)

n = k, Kn = C

[n,n]-código

G = 
[image: image286.wmf]÷
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Un código de este tipo es el código ASCII estándar.

El código ASCII con bit de paridad es un (8,128,2)-código; es un código lineal ya que si sumamos 2 palabras con un número par de unos obtenemos una palabra con un número par de unos. Es un [8,7]-código.
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Veamos ahora un ejemplo en Z3:


[image: image288.wmf]÷
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 ( No es un código sistemático. Ya que la matriz de 2x2 tiene rango 1    (1·1 - 2·2 = 0)

Las primeras k columnas de la matriz deben formar una matriz kxk de rango k para que el código sea sistemático ya que así podemos transformar esta matriz kxk en la matriz identidad aplicando operaciones elementales.

Proposición: Se verifican las siguiente propiedades:

i) Todo código lineal es equivalente a un código sistemático.

ii) Un código sistemático posee una única matriz generatriz estándar.

iii) Si C es un [n,k]-código sistemático entonces para cada u = u1u2 ...un 
[image: image289.wmf]Î

 Kk existe una única palabra de código cu 
[image: image290.wmf]Î

C de la forma cu = u1u2 ...ukxk+1...xn. Tomamos todo Kk y le añadimos n-k símbolos de tal forma que el código siga siendo un EV. Las k primeras componentes se llaman símbolos de información y las n-k siguientes se llaman símbolos de control o símbolos de redundancia.

Código ASCII con bit de paridad ( Las 7 primeras posiciones no corrigen errores, forman todo 
[image: image291.wmf]7
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Z

, luego se añade un símbolo de control para permitir la detección de errores.

Demostración:

i) Supongamos que el primer coeficiente no nulo de la fila i está en la columna ji (i
[image: image292.wmf]£

ji). Sean i1....ir las filas de la matriz escalonada tales que 
[image: image293.wmf]k
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 (k = 1....r). Consideremos la permutación posicional de la palabras de C: (ir jr) (ir-1 jr-1) .... (i1 j1), todas estas trasposiciones son disjuntas y forman una permutación  (la trasposición situada más a la derecha es la que se aplica primero). Ejemplo:
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j2 = 3, j3 = 7, j4 = 8

Aplicamos la permutación (4 8) (3 7) (2 3)

C´es equivalente a C.
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Matriz generatriz de C´, el primer bloque es de tamaño kxk y el segundo bloque es de tamaño kx(n-k). Aplicando operaciones elementales por columnas esta matriz se reduce a una matriz generatriz estándar.

ii) Sean G y G´ matrices generatrices estándar de C y sean ai ai´ las filas          i-ésima de G y G´. Como ambas matrices generan el mismo código las filas de G se pueden poner como CL de las filas de G´. ai tiene un 1 en la posición i, ai deber ser igual a ai´, ya que si ai lo pusiésemos como CL de las filas de G´ en esta CL sólo intervendría la fila ai´ ya que si no la matriz fila ai tendría unos en una posición distinta de la i.

iii) Z3, [5,3]-código. C = {
[image: image296.wmf]....}

010

,

002

,

001

,

000

, aparecen todas las posibles palabras de 
[image: image297.wmf]3
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 y hay una única palabra que comienza por esos símbolos. u = u1....uk 
[image: image298.wmf]Î

 Kk, sea G una matriz generatriz estándar con filas a1,...ak 
[image: image299.wmf]Î

 Kn. (u1....uk)G = u1a1 + u2a2 + ....ukak = u1u2 ...ukxk+1....xn.
[image: image300.wmf]{
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. La palabra empieza por los símbolos ui debido a que la matriz es estándar y luego aparecen otros elementos. Todas las palabras del código se obtienen así. El código ASCII con un bit de paridad es un código sistemático ya que se coge todo 
[image: image301.wmf]7
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 y se le añade un bit de redundancia.

Sea C el código ternario de matriz generatriz:
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Encontrar un código sistemático que sea equivalente a C y una matriz generatriz de dicho código.
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Esta matriz es una matriz generatriz del mismo código ya que sólo hemos realizado operaciones elementales. El código C ya es sistemático, vamos a hallar la matriz estándar. La matriz 3x3 tiene rango 3. Para que la matriz kxk escalonada tenga rango k los elementos de la diagonal deben ser distintos de cero.
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Hacer lo mismo con un código C cuya matriz generatriz es:
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El rango de la matriz 3x3 no es 3. Esta matriz no se puede reducir mediante operaciones elementales a la matriz identidad ya que ésta tiene rango 3.
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C´ es equivalente a C. El código C´ se obtiene a partir de C permutando las posiciones 3 y 5. Otra matriz generatriz de C´ sería:
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Diferencia entre la descodificación de fuente y la descodificación de canal:

La descodificación de canal consiste en, al usar un código detector de errores, recibir las palabras transmitidas y si éstas no son palabras del código por algún método sustituir la palabra recibida por una palabra del código. La descodificación de la fuente consiste en tomar la información y pasarla a su formato original.

En el caso de los códigos lineales la codificación y descodificación de fuente es bastante eficiente.

Sea G la matriz generatriz de un [n,k]-código C sobre K.
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Esta aplicación es un isomorfismo de EV. Para codificar se codifica por bloques; se construye la fuente como elementos de Kk y aplicando el isomorfismo pasamos al código C. 

La descodificación de fuente consiste en una vez que se ha recibido xG recuperar x; esto se hace resolviendo un sistema de ecuaciones lineales.
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x = (x1, .....,xk)
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a11x1 + ……+ ak1xk = u1
.

.

a1nx1 + .......+ aknxk = un
Este sistema tiene rango k, entonces tiene solución única. Hay k ecuaciones LI, con lo que podemos eliminar n-k ecuaciones. El número de incógnitas es igual al rango del sistema, la solución es única.

Hay un caso en el que esto es muy sencillo. Si C es un código sistemático:

u = u1....uk  
[image: image312.wmf]Î

Kk 

u 
[image: image313.wmf]®

uG =  u1....ukxk+1....xn
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Así las descodificación es trivial, basta con truncar las palabras tomando los k primeros símbolos.

Definición: Sea C un [n,k]. El código dual (código ortogonal) de C es el espacio vectorial ortogonal de C con respecto al producto escalar ordinario de Kn, es decir:
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Proposición: Si C es un [n,k]-código entonces C
[image: image316.wmf]^

es un [n,n-k]-codigo.

Sea u1...uk 
[image: image317.wmf]Î

 Kn una base de C, entonces 
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Si ui = (ui1,....uin) 
[image: image319.wmf]"

i = 1...k, entonces C
[image: image320.wmf]^

 es la solución del sistema homogéneo.

u11x1 + ……+ u1nxn = 0

.

.

uk1x1 + .......+ uknxn = 0

Tengo n incógnitas y el sistema tiene rango k. La solución es un eV de rango n-k.

Propiedades:

i) Si C y D son códigos lineales tales que C 
[image: image321.wmf]Í

 D, entonces D
[image: image322.wmf]^



 EMBED Equation.3  [image: image323.wmf]Í

 C
[image: image324.wmf]^

.

ii) Si G es una matriz generatriz de C entonces C
[image: image325.wmf]^

= {x 
[image: image326.wmf]Î

 Kn / xGt = 0}.

iii) C
[image: image327.wmf]^



 EMBED Equation.3  [image: image328.wmf]^

 = C.

Demostración:

iv) dim C
[image: image329.wmf]^

 = n – dim C; dim C
[image: image330.wmf]^



 EMBED Equation.3  [image: image331.wmf]^

 = n – dim C
[image: image332.wmf]^

 = n – (n – dim C) = dim C

            C
[image: image333.wmf]Í

 C
[image: image334.wmf]^



 EMBED Equation.3  [image: image335.wmf]^

, pero dim C
[image: image336.wmf]^



 EMBED Equation.3  [image: image337.wmf]^

= dim C 
[image: image338.wmf]Þ

C
[image: image339.wmf]^



 EMBED Equation.3  [image: image340.wmf]^

= C

Ejemplo:

C = <0110, 1201> 
[image: image341.wmf]4
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x2 + x3 = 0

x1 + 2x2 +x4 = 0

dim C
[image: image343.wmf]^

= 4 –2 = 2

x3 = 

x4 = 
x2 = - 

x1 = 2 - 

0 1 ( (-1,0,0,1)

1 0 ( (2,-1,1,0)
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 es una matriz generatriz del código C
[image: image345.wmf]^


Definición: Se llama matriz de control (parity-check matrix) de C a cualquier matriz generatriz de C
[image: image346.wmf]^

. Si H es una matriz de control de C entonces:
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Si C es un [n,k]-código y H es una matriz de control de C, H 
[image: image348.wmf]Î

 M(n-k)xn(K)

C
[image: image349.wmf]Ç

C
[image: image350.wmf]^

 = 0 cuando trabajamos con el cuerpo de los números reales, pero para otros cuerpos esto no tiene por qué ser cierto (cuerpos finitos, cuerpo de los números complejos).

Definición: Un código lineal C se dice autodual cuando coincide con su dual.

Ejemplo:

C = <1100,0011>

Comprobar que C = C
[image: image351.wmf]^

.

x1 + x2 = 0

x3 + x4 = 0

x2 = 

x3 = 
x1 = -

x3 = -

1 0 ( (1100)

01 ( (0011)

C = C
[image: image352.wmf]^


Algunos libros dan esta definición de matriz de control:

P es una matriz de control de C cuando u 
[image: image353.wmf]Î

 C 
[image: image354.wmf]Û

 uPt = 0

Aquí no se exige que la matriz genere C
[image: image355.wmf]^

.

El cálculo de la matriz de control en la práctica se hace de forma diferente a la que hemos hecho.

Proposición: Sea C un código lineal sistemático que tiene una matriz generatriz estándar G = (Ik | A). Entonces P = (At | -In-k) es una matriz de control de C.

Demostración:

Si demostramos que las filas de P son vectores de C
[image: image356.wmf]^

  y además que son LI, entonces tendremos n-k vectores LI de C
[image: image357.wmf]^

 que tiene dimensión n-k, así forman una base de C
[image: image358.wmf]^

. Las filas generan un subespacio de dimensión n-k de C
[image: image359.wmf]^

  y como dim C
[image: image360.wmf]^

 = n-k se tiene que las filas son una base de C
[image: image361.wmf]^

, es decir, P es una matriz de control de C.

Se tiene que GPt = 0 y por tanto las filas de P pertenecen a C
[image: image362.wmf]^

. El rango de P es n-k, luego sus n-k filas son LI.

Definición: Se dice que la matriz de control P del código C es una matriz de control estándar cuando es de la forma P = (B | In-k)

Si C es un código binario sistemático con matriz generatriz G = (Ik | A) entonces la matriz P = (At | In-k) es una matriz de control estándar de C (-1 = 1).

G = (Ik | A)

El sistema que habría que resolver para obtener C
[image: image363.wmf]^

 sería:

x1 + a1k+1xk+1 +  .....+ a1nxn = 0

x2 + a2k+1xk+1 + …..+ a2nxn = 0

.

.

xk + akk+1xk+1 + …..+ aknxn = 0

Tomamos n-k parámetros (xk+1 ...xn). Obtenemos una base.

Sea C el código binario de matriz generatriz:
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C = H2 (3) (Código de Hamming)

Hallar una matriz de control de C.

P = (At | -In-k)

G= (I4 | A)


[image: image365.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

1

1

1

0

1

1

1

0

1

1

1

0

A
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Características de las matrices generatrices y las matrices de control:

La ventaja de la matriz generatriz es que a partir de ella es más fácil obtener las palabras del código (CL de sus filas).

Para el cálculo de la distancia mínima es mejor tener la matriz de control. A partir de la matriz generatriz no se conoce ningún método directo para obtener w(C), en cambio a partir de la matriz de control sí.

Proposición: Sea P una matriz de control de un [n,k,d]-código lineal. Entonces la distancia mínima d es el menor entero positivo r para el cual existen r columnas linealmente dependientes en la matriz P.

Demostración:

Sean p1....pn las columnas de P. Sea x = x1....xn 
[image: image367.wmf]Î

 Kn. x 
[image: image368.wmf]Î

 C 
[image: image369.wmf]Û

xPt = 0

xPt = x1·(1ª fila de Pt) + x2·(2ª fila de Pt) + ..... xn·(nª fila de Pt) = x1p1 + ... xnpn
x 
[image: image370.wmf]Î

 C 
[image: image371.wmf]Û

  x1p1 + ... xnpn = 0

Si x es una palabra de peso mínimo el número de coeficientes no nulos es el menor de entre todas las palabras del código. El peso mínimo es el número mínimo de columnas LD (cada palabra me da un CL de las columnas de la matriz).

Ejemplo:

H2(3)
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¿Cuál es el mínimo número de columnas linealmente dependientes?

rg P = 3 
[image: image373.wmf]Þ

 El número máximo de columnas LI es 3, así 4 columnas son LD, la distancia mínima es menor o igual que 4.

¿Puede haber 3 columnas LD?

La 3ª columna es la suma de las dos primeras; así d 
[image: image374.wmf]£

 3, he encontrado 3 columnas LD.

d
[image: image375.wmf]¹

1 ya que sólo el vector 0 puede formar por sí solo un conjunto LD.

No hay 2 columnas LD ya que una debería ser múltiplo de la otra, pero en este caso esto implicaría que fuesen iguales. Llegamos a que d = 3.

Sea C el [10,8]-código sobre Z11 con matriz de control:
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Hallar la distancia mínima de C.

Cualquier columna es LI ya que no hay ninguna columna que sea 0. No hay 2 columnas que sean LD ya que una debería ser múltiplo de la otra y como la 1ª componente es 1, la 2ª componente debería ser igual; así d(C) 
[image: image377.wmf]³

 3. 3 columnas cualesquiera deben ser LD ya que rg(H) = 2; así d(C) = 3.

Los códigos lineales tienen un método de descodificación (de canal) muy bueno.

Sea C un [n,k]-código lineal y H una matriz de control de C, H 
[image: image378.wmf]Î

 M(n-k)xn(K). La matriz H define una aplicación lineal:
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La aplicación se puede dar de cualquiera de estas dos formas.

H = (h)ee ( Las columnas de H son las imágenes de los vectores de la base de Kn mediante h.

Definición: Supongamos que se transmite la palabra x 
[image: image380.wmf]Î

 C 
[image: image381.wmf]Í

 Kn y que la palabra recibida es y 
[image: image382.wmf]Î

 Kn. Entonces a la diferencia  = y – x  
[image: image383.wmf]Î

 Kn se le llama palabra de error.

¿Cómo se puede determinar a partir de h?

x 
[image: image384.wmf]Î

 Kn;  x 
[image: image385.wmf]Î

 C 
[image: image386.wmf]Û

 xHt =  0

Esto es lo mismo que decir que:

C = ker h = {x 
[image: image387.wmf]Î

 Kn / h(x) = 0}

Entonces se verifica que h(y) = h(x + ) = h(x) + h() =  h()
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ker h = C

Kn/C = {x + C / x 
[image: image389.wmf]Î

 Kn} ( EV de Kn módulo subespacio C

x + C = {x + u / u 
[image: image390.wmf]Î

 C} 
[image: image391.wmf]Í

 Kn
h define una relación de equivalencia en Kn:

x, y 
[image: image392.wmf]Î

 Kn; x ~h y 
[image: image393.wmf]Û

 h(x) = h(y) 
[image: image394.wmf]Û

 h(x – y) = 0 
[image: image395.wmf]Û

 x – C 
[image: image396.wmf]Î

 Ker h = C

La clase de equivalencia de x 
[image: image397.wmf]Î

 Kn es x+C. El conjunto cociente asociado a la relación de equivalencia es:

Kn/C = {x + C / x 
[image: image398.wmf]Î

 Kn}

Las clases  {x + C / x 
[image: image399.wmf]Î

 Kn} (el conjunto cociente) constituyen una partición de Kn. Kn  es la unión disjunta de las clases de x+C con x 
[image: image400.wmf]Î

 Kn .

Kn/C es un K-espacio vectorial con operaciones:

1) (x+C) + (y+C) := x+y+C 
[image: image401.wmf]n
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2) a(x+C) := ax+C 
[image: image402.wmf]n
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Si x+C 
[image: image403.wmf]Î

 Kn/C entonces
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es una biyección entre C y x+C, luego |x+C| = |C| 
[image: image405.wmf]"

 x
[image: image406.wmf]Î

 Kn.

El código es la clase del 0.

|K| = q, |Kn| = qn, |x+C| = |C| = qk
El número de clases es:

qn/qk = qn-k, |Kn/C| = qn-k

[image: image407.wmf]W
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V/Ker f 
[image: image408.wmf]@

 Im f

Kn/C 
[image: image409.wmf]@

 Kn-k
h(y) = h()

Definición: Sea C un [n,k]-código con matriz de control H. Dado x 
[image: image410.wmf]Î

 Kn se llama síndrome de x a la palabra h(x) = xHt 
[image: image411.wmf]Î

 Kn-k. x 
[image: image412.wmf]Î

 C si y sólo si el síndrome de x es 0.

Proposición: Sea C un [n,k]-código lineal con matriz de control H. Entonces si          x,y 
[image: image413.wmf]Î

 Kn, x e y tienen el mismo síndrome si y sólo si pertenecen a la misma clase del espacio cociente Kn/C.

La descodificación por distancia mínima consiste en buscar “la palabra  de peso mínimo entre todas las que tienen el mismo síndrome que la palabra recibida y” y a continuación calcular x = y - . 

Esquema:
· Se calcula el síndrome de la palabra recibida y, h(y) = yHt.

· Se determina la clase lateral asociada a este síndrome, y+C.

· Se busca en esta clase la palabra de peso mínimo .

· Se calcula x = y-.

Si C es un código t-corrector y en la transmisión se han cometido t o menos errores entonces en la clase y+C hay una única palabra de peso menor o igual que y que es la palabra de error .

Descodificación por síndrome:

Construimos la tabla estándar:

Sea C un [n,k]-código de tamaño m(=qk), C 
[image: image414.wmf]Í

 Kn
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Sea u2 una palabra de Kn-C de peso minimal. La 2ª fila está formada por las palabras de u2+C. Sea u3 una palabra de Kn-C que no pertenece a u2+C de peso minimal.

|Kn/C| = qn-k
Repetimos esto qn-k veces. Kn es la unión disjunta de las clase u+C. 

Las palabras de la 1ª columna de la tabla estándar se llaman líderes de clase y tienen peso minimal dentro de la clase.

Si C es t-corrector, cualquier palabra de Kn de peso menor o igual que t es líder de clase.

En el caso binario el cálculo del síndrome se realiza tomando la matriz de control; nos fijamos en las componentes no nulas de la palabra recibida y sumamos las columnas de la matriz de control que ocupan las posiciones no nulas de la palabra recibida.

Ejemplo:

Sea C el código con matriz de control:
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Construir la tabla estándar y descodificar las palabras recibidas: 11101, 00110 y 01101.

En primer lugar vamos a determinar una matriz generatriz para hallar las palabras del código. C es un [5,2]-código. Si calculo la matriz de control del código dual obtengo una matriz generatriz del dual del dual, que es el código C. H es una matriz de control estándar así el código es sistemático.

H = (B|I3) ( G = (I2|Bt)
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La distancia mínima es el número mínimo de columnas LD de la matriz de control.

rg(H) = 3 ( 4 columnas serán LD

No hay ninguna columna que sea 0, así d > 1. 2 columnas LD, en el caso binario, serían iguales, como no hay 2 columnas iguales d > 2. Hay 3 columnas LD (1ª = 4ª + 5ª), así d = 3.

El código es 1-corrector.

Vamos a construir la tabla estándar.
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En un código t-corrector todas las palabras de peso menor o igual que t van a ser líderes de clase.

Ahora debo tomar la palabra de peso 2 que no hayamos puesto (hasta la 6ª fila). Ponemos una palabra de peso 2 y obtenemos su síndrome, si éste ya ha salido es que la palabra ya ha salido y debemos coger otra palabra.

y = 01101

h(y) = 01101 Ht = 000

01101 
[image: image419.wmf]Î

 C (Ker h = C)

No puede haber ocurrido un error ya que se ha recibido una palabra del código; tampoco se pueden haber cometido 2 errores, pero si se pudieron cometer 3 errores.

y = 01101 ( x = 01101

y = 11101 

h(y) = 001 (y 
[image: image420.wmf]Ï

 C)

Buscamos el líder de clase de este síndrome.

x = y + 10000 = 01101

Esta es la única palabra que podemos obtener si se ha producido un único error. Si hubiesen ocurrido 2 errores la palabra real podría ser otra pero este código sólo corrige un error. Esta palabra es la palabra de código que aparece en la columna de la palabra en la tabla.

y = 00110 ( h(y) =110

El líder de clase es 11000, que tiene peso 2, así se han cometido al menos 2 errores, como el código es 1-corrector no vamos a tener la seguridad de hacer la descodificación correcta.

Descodificaríamos como:

x = y -  = 11110

Se han cometido 2 errores y la palabra recibida podría haber sido 00000. Si se han cometido 2 errores cualquiera de estas dos palabras podría haber sido transmitida.

Este método tiene un inconveniente ya que la tabla estándar puede ser grande, por ejemplo, en un código binario de longitud 100 en la tabla habría que poner 2100 palabras (sin contar síndromes). Esto hace que para códigos de estos tamaños la tabla sea inabordable; por eso en estos casos se utilizaría una tabla reducida con 2 columnas, la columna de los líderes de clase y la de los síndromes. Tendríamos esto:
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En primer lugar vamos poniendo las palabras de peso uno y su síndrome. Al acabar con las palabras de peso uno pasamos a las de peso 2. Esta tabla es mucho más reducida. Ejemplo:

[100,60]-código, n-k = 40, tenemos 240 líderes de clase y sus correspondientes síndromes. Contando las 2 columnas: 2·240 = 241. Este método de descodificación vale para cualquier código. Existen códigos que tienen métodos de descodificación específicos.

El problema principal en el caso de los códigos lineales es dada la longitud n y la distancia  mínima d encontrar la dimensión máxima k para la cual existe un        [n,k,d]-código lineal. 

Este problema es demasiado difícil, entonces se plantea otro más fácil; fijadas la longitud y la dimensión cuál es la máxima distancia d posible. La cota de Singleton nos da esto.

Proposición: Si C es un [n,k,d]-código lineal entonces d 
[image: image422.wmf]£

 n-k+1

Demostración:

Todo código lineal sabemos que es equivalente a un código lineal sistemático y la equivalencia de códigos conserva los parámetros de los códigos. Obtenemos un código sistemático equivalente a C, con lo que tendrá sus mismos parámetros. Podemos suponer que C es sistemático:

G = (Ik|A) A 
[image: image423.wmf]Î

 Mkx(n-k)(K)

d 
[image: image424.wmf]£

 peso máximo de cualquier fila de la matriz generatriz (= peso máximo de las filas de G)

A lo sumo en cada fila de G tenemos n-k+1 dígitos distintos de cero. Entonces a lo sumo el peso de las filas de G es n-k+1. Entonces d 
[image: image425.wmf]£

 n-k+1. Esta cota se puede alcanzar.

Definición: Un [n,k,d]-código lineal C se dice que es un código MDS (maximun distance separable code) cuando d = n-k+1.

Demostrar que existen códigos q-arios MDS de tipo [n,n,1], [n,1,n] y [n,n-1,2]. Estos códigos se llaman códigos MDS triviales.

q = 2, C = 
[image: image426.wmf]n
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 EMBED Equation.3  [image: image427.wmf]®

[n,n,1]-código

C1 = <11...1>

C1 = {00....0,11....1} 
[image: image428.wmf]®

 [n,1,n]-código
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[n,n-1,2]-código

(11....1) es una matriz generatriz de C1, 
[image: image430.wmf]^
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C

 tiene como matriz de control 
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G = (Ik|A) 
[image: image432.wmf]®

 H = (At|In-k)
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1

C

 tiene como matriz generatriz (matriz de control de C1 de 1x(n-1)) a:
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Hay que ver que la distancia mínima es 2:
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[image: image436.wmf]®

 H = (1|11....1)

2 columnas son LD 
[image: image437.wmf]Þ

 d = 2  
[image: image438.wmf]Þ

 Es un código MDS

Códigos Especiales: Códigos de Hamming, de Golay y de Reed-Muller

Códigos de Hamming:

Estos fueron los primeros códigos interesantes que aparecieron. Fueron descubiertos independientemente por R. Hamming (1950) y M. Golay (1949). Estos códigos tienen un procedimiento de descodificación especial.

Tenemos un [n,k]-código lineal; su distancia mínima es el mínimo número de columnas LD de una matriz de control. Sea d la distancia mínima entonces si tomamos d-1 columnas cualesquiera de cualquier matriz de control va a ser LI, pero hay un grupo de d columnas LD.

Vamos a construir un [n,k,3]-código lineal. Construimos este código de tal forma que su matriz de control tenga 2 columnas cualesquiera LI y con 3 columnas LD, y cogiendo el máximo número de columnas posible.

El código de Hamming q-ario de orden r (r 
[image: image439.wmf]Î

 Z, r 
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 2) va a ser un código q-ario 

Hq(r)  que tiene una matriz de control Hq(r)  con r = n – k filas y con el máximo número posible de columnas (siendo d = 3). Las columnas de Hq(r)  son vectores de
[image: image441.wmf]r

q
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 . 

2 vectores deber se LI 
[image: image442.wmf]Þ

Los subespacios que generan son distintos(las 2 rectas que generan deben ser diferentes).

Considero todas las rectas de 
[image: image443.wmf]r
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 que son de la forma <v>, v 
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Tomemos un vector no nulo en cada recta <v> 
[image: image445.wmf]r
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; 2 de estos vectores son LI y siempre puedo coger 3 que son LD.
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Esta unión es disjunta.
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El número de rectas es 
[image: image448.wmf]1
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La matriz de control de Hq(r)  es una matriz que tiene r filas y n = 
[image: image449.wmf]1
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 columnas, y el código Hq(r)  es un [n,k,3]-código donde k = n – r. Esta matriz se llama matriz de Hamming y no es única.

Consideremos los elementos de Hq(r) como números en el sistema de numeración de base q. Elegimos los que son distintos de cero y que tienen dígitos más significativo igual a 1. Entonces las columnas de Hq(r) son estos números escritos en orden creciente.

 H2(3)
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r = 3. Las columnas son números de 3 dígitos binarios.

n = 
[image: image451.wmf]7
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d = 3

El tomar el dígito más significativo igual a 1 implica que cogemos un único punto en cada recta.
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Las columnas están ordenadas en orden creciente.

n = 
[image: image453.wmf]13
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Si pusiésemos la columna  
[image: image454.wmf]2
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 sería múltiplo de  
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 y así d = 2 (cogeríamos 2 vectores en la misma recta).
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[image: image457.wmf]31
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r = 3 = n – k 
[image: image458.wmf]Þ

 k = 28

m = qk = qn-r
Estos fueron los primeros códigos correctores de errores. En el caso binario la matriz de control está formada por todos los números binarios menos el cero.

Proposición: Los códigos de Hamming son códigos perfectos.
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Demostración:
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m = qn-r
qn-r · (1 + n · (q – 1)) = qn
Vamos a ver la descodificación de los códigos de Hamming.

Proposición: Si una palabra x 
[image: image461.wmf]Î

 H2(r) sufre un único error resultando la palabra y entonces el síndrome de y, 
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, es la representación binaria de la posición del error de la palabra recibida.

Demostración:

Supongamos que el error se ha cometido en la posición i, es decir, y = x + ei, con 
[image: image463.wmf]{
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 la palabra de error. Entonces:

h(y) = h(x+ei) = h(x) + h(ei) = h(ei) = ei
[image: image464.wmf])
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= columna i-ésima de H2(r)

La columna i-ésima es la representación binaria del número i, i es la posición del error. Conocido u se corrige el error calculando x = y - ei, cambiando el i-ésimo bit de y.

[7,4,3]-código

Supongamos que se recibe la palabra y = 1101110
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100 = 4 
[image: image466.wmf]Þ

 El error se ha cometido en la posición 4.

La palabra de error es e4 = ( 0001000). La palabra emitida es x = y – e4 = 1100110

A este método de descodificación se le llama descodificación de Hamming.

Proposición: Supongamos que una palabra x 
[image: image467.wmf]Î

 Hq(r) sufre  un único error, resultando la palabra recibida y. Sea h(y) 
[image: image468.wmf]Î

 Kr el síndrome de la palabra recibida y   
[image: image469.wmf]Î

 K el símbolo más significativo de h(y). Si la columna de Hq(r)  que contiene a -1h(y) es la columna i-ésima entonces la palabra de error es 
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 y se verifica que x = y - ei.

Demostración:

Supongamos que el error se ha cometido en la posición i-ésima de modo que 
        y = x + ei, con 
[image: image471.wmf]0
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. Entonces:

h(y) = h(ei) = 
[image: image472.wmf])
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 = ·i-ésima columna de Hq(r).

Ejemplo:

H3(3) y supongamos que se recibe la palabra y = 1101112211201. Descodificar esta palabra.
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h(y) no es una columna de H3(3).

(201) = 2 · (102)

(102) es la 7ª columna de H3(3), luego la palabra de error es                                       ·e7 = 2·(0000001000000). La palabra emitida es x = y – 2e7 = 1101110211201

Códigos de Golay:
El código de Golay binario g24:

El código g24 es el código lineal binario de matriz generatriz G = (I12|A) 
[image: image474.wmf]Î

 M12x24(Z2), donde:
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A partir de la 3ª fila las filas se obtienen desplazando la fila anterior una posición a la izquierda.

Vamos a calcular la distancia mínima de este código.

Proposición: g24 es un código autodual:


[image: image476.wmf]^
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Demostración:

Es fácil ver que las filas de G son ortogonales entre sí (incluyendo una fila consigo misma). La 1ª fila de G tiene peso 12 y las restantes tienen peso 8. Todas las filas tienen peso par, así todas las filas son autoortogonales. Se tiene que si r y s son filas de G entonces r · s = 0. Esto quiere decir que todas las filas de G pertenecen también al código dual 
[image: image477.wmf]^
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. Si todas las filas de G pertenecen a 
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 entonces el propio 
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 está contenido en 
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). Para ver que son iguales hay que calcular sus dimensiones.

dim 
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 = 12

dim 
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 = n – k = 24 – 12 = 12

Así 
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Proposición: La matriz (A|I12) es una matriz generatriz de g24.

Demostración:

La matriz (A|I12) es una matriz de control de g24, es decir una matriz generatriz de 
[image: image485.wmf]24
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Cuando un código es autodual la matriz generatriz y la matriz de control son la misma cosa.

Proposición: Si C es un código binario y u,v 
[image: image486.wmf]Î

C, entonces:
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donde 
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 siendo u = (u1,...un) y v = (v1,...vn)

Demostración:

v = 1011100101011

u = 1101011110001

v + u =  0110111011010

w(u
[image: image489.wmf]Ç

v) = número de posiciones en las que ambas palabras tienen un 1

Proposición: El peso de cada palabra de g24 es divisible por 4.

Demostración:

Basta demostrar que la suma de dos filas cualesquiera de la matriz G es divisible por 4.

Sean u y v dos filas de G. Entonces por la fórmula anterior:
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w(u) y w(v) son múltiplos de 4 ya que valen 8 o 12. Hay que ver que el peso de la intersección es múltiplo de 2.
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 es múltiplo de 4

El peso mínimo de g24 es múltiplo de 4 y como G tiene filas de peso 8 el peso mínimo será 4 u 8.

Proposición: g24 no tiene palabras de peso 4.

Demostración:

Sea u 
[image: image492.wmf]Î

 g24 una palabra de peso 4. Consideremos u como la yuxtaposición de sus mitades izquierda y derecha, ambas de longitud 12.
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Sean G1 = (I12|A) y G2(A|I12), ambas son matrices generatrices de g24. la palabra i es una CL de las filas de I12 y como u 
[image: image494.wmf]¹

 0 se tiene que w(i) 
[image: image495.wmf]³

 1.

Usando el mismo razonamiento para d con la matriz G2 vemos que w(d) 
[image: image496.wmf]³

 1.

Si w(i) = 1 entonces u es una fila de G1 y ninguna de ellas tiene peso 4, luego w(i) 
[image: image497.wmf]³

 2

El mismo razonamiento muestra que w(d) 
[image: image498.wmf]³

 2.

Entonces tiene que ser w(i) = w(d) = 2.

w(i) = 2 
[image: image499.wmf]Þ

 u es la suma de 2 filas de G1 pero ninguna de estas sumas puede tener peso 4.

g24 es un [24,12,8]-código. Este código se usó para transmitir imágenes de Júpiter y Saturno (Voyager 1979-1981).

m = 212 = 4096

(1968 Vera Press) Cualquier [24,12,8]-código lineal binario es equivalente por múltiplos escalares (en la matriz generatriz se pueden multiplicar las columnas por un escalar) al código g24.

(1975 Delsorte-Goethols) Los códigos de Golay son los únicos códigos lineales con estos parámetros. Cualquier (24,212,8)-código binario es equivalente por múltiplos escalares a g24.

El Código de Golay binario g23:

Se obtiene a partir de g24 pinchando una componente a g24 (usualmente se elimina el último símbolo de todas las palabras).

n = 23, m = 212
La distancia mínima o es la misma o disminuye una unidad. En este caso al pinchar la última columna de la matriz de control de g24 la última fila tienen peso 7, así d = 7. g23 es un [23,12,7]-código. g23 es perfecto. g24 se obtiene a partir de g23 añadiéndole un bit de paridad.

Los Códigos de Golay Ternarios:

g12 tiene por matriz generatriz G = (I6|B) donde
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A partir de la 3ª fila una fila se obtiene a partir de la anterior desplazándola una posición hacia la derecha.

Propiedades:
i) g12 es autodual.

ii) B es simétrica.

iii) G12 es un [12,6,6]-código.

iv) El código ternario g11 obtenido pinchando g12 es un [11,6,5]-código perfecto.

Códigos de Nordstrom-Robinson:

Son códigos no lineales y tienen la propiedad de que tienen una distancia mínima mayor que cualquier código lineal que tenga el mismo tamaño y la misma longitud.

Códigos de Reed-Muller:
Estos códigos son fáciles de descodificar.

Definición: Una función de Boole de m variables es una aplicación
[image: image501.wmf]2
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Las funciones de boole se suelen representar dando su tabla de verdad.

m = 3

	Entero Binario
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	x1
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	x2
	0
	0
	1
	1
	0
	0
	1
	1

	x3
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1

	F(x1,x2,x3)
	0
	1
	1
	1
	0
	1
	1
	0


Para dar la función booleana me basta quedarme con la última fila ya que me describe completamente la función (si asumo que siempre tengo el mismo orden).

Existe una correspondencia biunívoca entre funciones de boole de m variables y palabras binarias de longitud 2m.
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f(1110) = 1

f(0101) = 0

Bm = {funciones de Boole de m variables}

|Bm| = 
[image: image503.wmf]m
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 número de palabras binarias de longitud m

En Bm se define una suma:

f, g 
[image: image505.wmf]Î

 Bm, (f + g)(x1,….xm) : = f(x1,….xm) + g(x1,….xm)

(Bm,+) es un grupo abeliano.

“o exclusivo” (xor)

(f + g)(x1,….xm) = 1 
[image: image506.wmf]Û

 f(x1,….xm) = 1 o g(x1,….xm) = 1 pero no ambos son 1.

Definimos una multiplicación escalar:

 
[image: image507.wmf]Î

 Z2, f 
[image: image508.wmf]Î

 Bm, (f) (x1,….xm) : = (f(x1,….xm))

Bm es un Z2-espacio vectorial.

Dados f, g 
[image: image509.wmf]Î

 Bm, (f · g)(x1,….xm) : = f(x1,….xm) · g(x1,….xm)

Sea Bm : = {F(x1,....xm) = 
[image: image510.wmf]}
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 Z2.

A los elementos de este conjunto se les llaman polinomios de Boole.

|Bm| = 
[image: image512.wmf]m
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¿Cuántos monomios hay de grado k: 
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 monomios de grado k en m variables.
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, estos son todos los posibles monomio de m variables.

Proposición: La aplicación:

Bm  
[image: image516.wmf]®

 Bm
F  
[image: image517.wmf]®

  f

que a cada polinomio de Boole F(x1,....xm) le hace corresponder la función de Boole f(x1,...xm) dada por f(x1,...xm) = F(x1,....xm) es un isomorfismo de Z2-espacios vectoriales.

Demostración:

Basta demostrar que toda función de Boole de m variables está inducida por un polinomio de Boole de m variables ya que los 2 conjuntos tienen el mismo número de elementos, así si la aplicación es sobreyectiva es biyectiva.

Hay que demostrar que toda función de Boole f(x1,....xm) 
[image: image518.wmf]Î

 Bm está inducida por un polinomio de Boole. Usamos inducción en m.

m = 1

Las funciones de Boole de 1 variable son 00, 11, 01, 10.

00 
[image: image519.wmf]®

 0

11 
[image: image520.wmf]®

 1

01 
[image: image521.wmf]®

 x1
10 
[image: image522.wmf]®

 1 + x1
Todas las funciones de 1 variable están inducidas por polinomios.

Supongamos que se verifica para m-1 variables y sea f(x1,....xm) 
[image: image523.wmf]Î

 Bm
f(x1,....xm) = f(0,x2,…xm) + (1(x1,…xm)[f(1,x2,...xm) – f(0,x2,...xm)]

donde (1(x1,…xm) = x1, es decir 

f(x1,....xm) = f(0,x2,…xm) + x1(x1,…xm)[f(1,x2,...xm) – f(0,x2,...xm)]

Definimos funciones de Boole de m-1 variables:

f0(x2,...xm) : = f(0,x2,…xm)

f1(x2,...xm) : = f(1,x2,…xm)

Por la hipótesis de inducción existen polinomios de Boole F0(x2,...xm) y F1(x2,...xm) tales que:

F0(x2,...xm) = f0(x2,...xm) = f(0,x2,…xm)

F1(x2,...xm) = f1(x2,...xm) = f(1,x2,…xm)

La función (1(x1,…xm) está inducida por el polinomio G(x1,...xm) = x1. Entonces el polinomio

F(x1,...xm) = F0(x2,…xm) + x1[F1(x2,...xm) – F0(x2,...xm)] 

induce la función f(x1,...xm).

-Sea f la función de Boole dada por:

01100011

Hallar el polinomio de Boole que la induce.
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f(x1,...xm) = f(0,x2,…xm) + x1[f(1,x2,…xm) – f(0,x2,...xm)]

01100011 = 0110 + x1[0011 - 0110] = 0110 + x1(0101) = 01 + x2[10 - 01] + x1[01 + x2[01 - 01]] = 01 + x2(11) + x1(01) = [0 + x3(1 – 0)] + x2[1 + x3(1 – 1)] + x1[0 +       x3(1 – 0)] = x3 + x2 + x1x3

-Hallar los polinomios de Boole que inducen las funciones:

a) 00101001

b) 0100101110100010

a) 00101001 = 0010 + x1(1011) = x2(10) + x1[10 + x2(01)] = x2[1 + x3] + x1[1 + x3 + x2x3] = x2 + x2x3 + x1 + x1x3 + x1x2x3 

b) 0100101110100010 = 01001011 + x1(11101011) = 0100 + x2(1111) + x1[1110 + x2(0101)] = 01 + x3(01) + x2(11) + x1[11 + x3(01) + x2[01 +x3(01)]] = x4 + x3x4 + x2 + x1[1 + x4x3 + x2x4 + x2x3x4] = x4 + x3x4 + x2 + x1 + x1x4x3 + x1x2x4 +x1x2x3x4
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Definición: Sea m un entero positivo 
[image: image529.wmf]m
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. Se define el código de Reed-Muller R(r,m), de longitud 2m y orden r como el conjunto de las palabras binarias de 
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asociadas a polinomios de Boole de Bm que tienen grado menor o igual que r.

R(r,m) es un código lineal

Bm(r) 
[image: image531.wmf]®

 R(r,m)

Bm(r) ( polinomios de Boole de m variables de grado menor o igual que r

Ejemplos:

R(0,m)
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R(0,m) = {
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R(m,m) = 
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R(1,3)

Los polinomios de Boole de 3 variables y grado menor o igual que 1 son de la forma:
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con (i 
[image: image542.wmf]Î

 Z2 i  =  0...3

Los 4 monomios forman una base del espacio de los polinomios. La palabra de R(1,3) correspondiente a este polinomio será:
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Las palabras entre paréntesis son los polinomios que corresponden a los polinomios de Boole de 4 variables.
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	Polinomios de 3 variables de grado menor o igual que 1
	Polinomio

	0
	00000000

	x1
	00001111

	x2
	00110011

	x3
	01010101

	x1+x2
	00111100

	x1+x3
	01011010

	x2+x3
	01100110

	x1+x2+x3
	01101001

	1
	11111111

	1+x1
	11110000

	1+x2
	11001100

	1+x3
	10101010

	1+x1+x2
	11000011

	1+x1+x3
	10100101

	1+x2+x3
	10011001

	1+x1+x2+x3
	10010110


Excepto la palabra 1 y la 0 todas las palabras tienen 4 unos y 4 ceros. El peso mínimo es 4, así este código tiene distancia mínima 4.

Proposición: Sea F(x1...xm) = xm + p(x1...xm-1) donde p(x1...xm-1) es un polinomio de Boole. Entonces la función de Boole inducida por F toma los valores 0 y 1 el mismo número de veces, es decir, 2m-1 veces.
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Demostración:

(x1,...xm-1,xm) 
[image: image546.wmf]m
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(x1,...xm-1,0)

(x1,...xm-1,1)

Todos los elementos de 
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 añadiendo al final un 1 o un 0.

Si p(x1...xm-1) = 0:

F(x1...xm-1,1) = 1 + 0 = 1

F(x1...xm-1,0) = 0 + 0 = 0

Si p(x1...xm-1) = 1:

F(x1...xm-1,1) = 1 + 1 = 0

F(x1...xm-1,0) = 1 + 0 = 1

La mitad toma el valor 1 y la otra mitad el valor 0.

Proposición: Todas las palabras de R(1,m) tienen peso mínimo 2m-1, excepto la palabra 00...0 y la palabra 11...1. En consecuencia la distancia mínima de R(1,m) es 2m-1.

Demostración:

R(1,m) está formado por palabras que a excepción de 0...0 y 1...1 están inducidas por polinomios de Boole de la forma xt + p(x1...xt-1xt+1...xm). Estas palabras tienen 2m-1 ceros y 2m-1 unos.

En los códigos de Reed-Muller m no es el tamaño del código si no el número de variables del polinomio de Boole que le corresponde.

Proposición: El código de Reed-Muller R(r,m) tiene longitud 2m y dimensión:
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Ls tasa del código es:
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Demostración:

El código es isomorfo a los polinomios de Boole de grado menor o igual que r, que tiene como base los monomios de grado menor o igual que r. El número de polinomios de grado menor o igual que r es:


[image: image551.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

r

m

m

m

k

...

2

1

1


Tamaño = 2k
n  = longitud del código
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-Determinar cuáles de las siguientes palabras pertenecen al código R(2,4)

a) 1101 1110 0001 1001

b) 0011 0101 0011 1010

Este código tiene longitud 16.Debemos ver que los polinomios de Boole que inducen estas palabras tienen grado menor o igual que 2.

a) 11011110 + x1 (11000111) = 1101 + x2 (0011) + x1 (1100 + x2 (1011)) = 11 +         x3 (10) + x2 (x3 (11)) + x1 (11 + x3 (11) + x2 (10 + x3 (01))) = 1 + x3 (1 + x4) + x2x3 + x1 (1 + x3 + x2 (1 + x4 + x3x4)) = 1 +x3 + x3x4 + x2x3 + x1x3 +x1x2 + x1x2x4 + x1x2 + x1x2x3x4
Este polinomio de Boole tiene grado 4. La palabra no pertenece a R(2,4)

b) 00110101 + x1 (00111010) = 0011 + x2 (0110) + x1 (x2 (1111)) = x3 (11) + x2 (01 + x3 (11)) + x1x2(11) = x3 + x2x4 + x3x2 + x1x2
Esta palabra pertenece a R(2,4)

Definición: Sea C1 un (n,m1,d1)-código lineal y C2 un (n,m2,d2)-código lineal sobre un cuerpo K. Se define un código lineal sobre K:
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donde u(u+v) es la yuxtaposición de las palabras u y u+v.
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, luego 
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 es un código de longitud 2n.

u(u+v) + u´(u´+v´) = (u+u´)(u+u´+v+v´) 
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((u(u+v)) = (u((u+(v) 
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Proposición: 
[image: image559.wmf]2
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 es un (2n,m1m2,d´)-código con d´= min{2d1,d2}

Demostración:

Sea x1 = u1(u1+v1) y x2 = u2(u2+v2); u1,u2 
[image: image560.wmf]Î

 C1, v1,v2 
[image: image561.wmf]Î

 C2.

Si v1 = v2 entonces d(x1,x2) = w((u1-u2)(u1-u2)) = 2w(u1-u2) = 2d(u1,u2) 
[image: image562.wmf]³

 2d1
Si v1 ( v2 entonces d(x1,x2) = w(u1-u2)+ w((u1-u2) + (v1-v2)) ( w(v1-v2) = d(v1,v2) 
[image: image563.wmf]³

 d2
d(x1,x2) ( min{2d1,d2}

Hay que ver que se cumple la igualdad eligiendo las palabras convenientemente.

Si min{2d1,d2} = 2d1. Tomamos u1,u2 ( C1 / d(u1,u2) = d1 y tomamos x1 = u1(u1+v), 

x2 = u2(u2+v) con v ( C2, entonces d(x1,x2) = 2d1.

Si min{2d1,d2} = 2d2. Tomamos v1,v2 ( C2 / d(u1,u2) = d2 y tomamos x1 = u(u+v1), 

x2 = u(u+v2) con u ( C1, entonces d(x1,x2) = w(v1-v2) = d(v1,v2) = d2
Proposición: Sea 0 < r < m. Se verifica que R(r,m) = R(r,m-1) ( R(r-1,m-1)

Demostración:

Vamos a demostrar que R(r,m) ( R(r,m-1) ( R(r-1,m-1)

Sea x ( R(r,m) dada por el polinomio de Boole F(x1...xm) de grado menor o igual que r.

F(x1...xm) = x1G(x2…xm) + H(x2…xm), donde G(x2…xm) tiene grado menor o igual que r-1 y H(x2…xm) tiene grado menor o igual que r.

Sea xG la palabra binaria correspondiente a G, xG ( R(r-1,m-1). Sea xH la palabra binaria correspondiente a H, xH ( R(r,m-1)

x1G ( 0xG
H ( xHxH
x = xF =  0xG + xHxH = xH(xH + xG)

Para ver que se cumple la igualdad hay que ver que los dos espacios tienen la misma dimensión.
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Se verifica que 
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, 0 < r  < m

dim (R,m) = k = 
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=dim R(r,m-1) + dim R(r-1,m-1) = 

= dim [R(r,m-1) ( R(r-1,m-1)]

Corolario: El código de Reed-Muller R(m-1,m) está formado por todas las palabras binarias de longitud 2m y peso par. Por tanto si r < m R(r,m) sólo contiene palabras de peso par.

Demostración:

R(0,1) = {00, 11} sólo tiene palabras de peso par.

Supongamos que R(m-2,m-1) sólo tiene palabras de peso par
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x ( R(m-1,m)

x = y(y+z) = yy + 0z

yy 
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 z ( R(m-2,m-1)

y siempre tiene peso par

w(0z) = w(z), z ( R(m-2,m-1) tiene peso par por hipótesis de inducción.

w(x) = w(yy) + w(0z) – 2w(yy(0z)  es par

Sea P ={palabras de longitud 2m y peso par} ( 
[image: image570.wmf]m

Z

2

2


P es un subespacio vectorial de 
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dim P ?

{(10...01), (010...01), (0010...0), ...(00...011)}

Este conjunto es una base de P. Este conjunto es LI ya que es un conjunto escalonado.

P tiene 2m – 1 vectores

dim P = 2m – 1

R(m-1,m) ( P

dim R(m-1,m) = 
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 = (1+1)m – 1 = 2m – 1

En la expresión faltaría el término 
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 para poder aplicar la fórmula del binomio.

dim P = dim (R(m-1,m) ( P = R(m-1,m)

r < m ( R(r,m) ( R(m-1,m)

Ejemplo:

R(2,3) está formado por las palabras binarias de longitud 8 y peso par. Una matriz generatriz es:
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Esta es la matriz generatriz del código ASCII con paridad.

Proposición: R(r,m) tiene distancia mínima 2m-r por tanto tiene parámetros:
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Demostración:

R(m,m) = 
[image: image576.wmf]m

Z

2

2

, 1 = 20 = 2m-m
d(R(1,2)) = d(R(1,1) ( R(0,1)) = min{2·1,2} = 2 = 22-1
Supongamos que 0 < r < m

Supongamos que se verifica para  m-1

R(r,m) = R(r,m-1) ( R(r-1,m-1)

d(R,m) = min{2·d(R(r,m-1)),d(R(r-1,m-1))} = min{ 2·2m-1-r,2m-r} = 2m-r
R(r,m) es un 
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-código

Mariner 4 (1965)

22 fotos de Marte de 200 x 200 de 64 niveles

26 niveles ( 
[image: image578.wmf]6

2

Z

={000000,...,111111}

8 · 1/3 bits/s, 1 foto ( 8 horas

Mariner 9 (1969-1971)

700 x 832 = 582480 pixels, 64 niveles 

p = 0.05 , 1-p = 0.95, (0.95)6 ( 0.74

Aproximadamente el 26% de la imagen sería errónea.

Se meten aproximadamente 30 bits de redundancia.

Si tomamos un código de repetición tenemos d = 5 y el código corregiría 2 errores.

Probabilidad de error = 1%

Sin corrección de errores habría unos 150000 pixels erróneos por foto. Con el código de repetición tendría 5800 pixels erróneos por foto. Se usó R(1,5), que es un [32,6,16]-código, en este caso p = 0.01; con este código habría unos 58 pixels erróneos por foto.

16200 bits/s

700 x 832 x 32bits/pixel = 18636800 bits

1 imagen ( 115000 s ( 32 horas
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