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1.-Introduccion

1.1.-Introduccion.

Estos apuntes estan pensados como complemento a la asignatura de Laboratorio de Tecnologia
Electronica y surgen debido a la necesidad de impartir unos conocimientos bésicos de las
herramientas de andlisis de circuitos basicas.

Esta introduccion esta concebida como complemento a las explicaciones de clase, centrandose
sobre todo en las herramientas matematicas, a fin de que el alumno tenga disponible un
documento, donde aparecen recogidas todas estas herramientas. En ningin momento se han
concebido como unos apuntes autonomos de clase, sino como un complemento.

En el primer capitulo de estos apuntes se realiza una introduccion donde se ven los multiplos de
las unidades de los elementos circuitales basicos y se realiza una identificacion de estos. En el
capitulo 2 se explican las leyes de Kirchoff, el dejar un capitulo para explicar las leyes de
Kirchoff es debido a su importancia, ya que todas las herramientas de analisis estdn basadas en
estas. Los capitulos 3,4,5 y 6 tratan sobre los mecanismos utilizados para resolver ecuaciones
diferenciales y resolver, utilizando estas, el comportamiento de los circuitos en los distintos
regimenes. Los capitulos 7 y 8 estan basados en el analisis de circuitos en régimen permanente
sinusoidal. El capitulo 9 es una introduccion al generador real de tension y corriente. Los
capitulos 10 y 11 se han reservado para explicar mediante un ejemplo las dos técnicas para
resolver circuitos, el andlisis por mayas y el andlisis por nodos. El capitulo 12 esta centrado en
los generadores controlados, estos generadores tienen una gran importancia, ya que el
comportamiento de la gran mayoria de los dispositivos semiconductores es modelado mediante
fuentes controladas. Por tltimo, en el capitulo 14 se realiza una introduccion a los amplificadores
operacionales.

Existe una abundante bibliografia sobre este tema a la que el alumno puede dirigirse para
completar conocimientos. Afin de no abrumar al alumno, aqui solo se han puesto dos referencias.
La primera referencia, “Electronica Analdgica”, es un libro muy asequible a los alumnos con
multitud de problemas y ejemplos. Si se desea un mayor conocimiento el alumno puede utilizar
sin acudir al segundo libro, este libro es mucho mas completo, tratando con mucha mas
profundidad todos los temas aqui expuestos, pero presenta una mayor dificultad de comprension.




1.2.-Magnitudes de Electricidad y Electronica.

Las magnitudes basicas empleadas en electronica son:

Magnitud Unidad basica Multiplos y Relacion con
submultiplos mas otras magnitudes
usuales

Cantidad de Q Culombio C Electrén (e) Q=1It

electricidad 1C=6,310%¢

Intensidad I Amperio mA || pA || nA I[=Q.t

Fuerza electromotriz Fem Voltio MV | KV | mV | pV

Tension U

Diferencia de potencial | D.d.p

Resistencia R Ohmio Q M Q| KQ || mQ R=VI/

Capacidad C Faradio mF || uF || nF || pF C=Q/V

Autoinduccion L Henrio H mH || pH

Frecuencia f Herzio Hz GHz || MHz || KHz f=1/T=w/2n

Pulsacion angular ) rad/s rad/s w=12n

Tabla 1. Magnitudes




1.3.-Elementos circuitales basicos.

Los elementos circuitales se pueden dividir en dos grupos, elementos activos y elementos
pasivos, el primer grupo engloba a los elementos resistivos, capacitivos e inductivos, en el
segundo grupo tenemos a los generadores, que a su vez se pueden clasificar en generadores de

tension y generadores de corriente.

1.3.1.-Elementos pasivos.
Resistores.

Losresistores presentan una relacion lineal entre tension y corriente expresada en la ecuacion (1).

Wt = R I() ¢))

La representacion grafica de la resistencia la podemos ver en la figura 1.

1o —+
R V()
Figura 1

Launidad de medida del resistor es el ohmio y se representa por Q. Los multiplos méas empleados
los podemos ver en la tabla 2.

Nombre Siglas Valor

Kilo ohmio KQ 10°Q

Mega ohmio MQ 10°Q

Giga ohmio GQ 10°Q
Tabla 2.

El valor de las resistencias suele venir dado mediante un codigo de colores, ademas otra
caracteristica de éstas es su tolerancia. La tolerancia indica el rango de error del valor real del
valor de la resistencia frente al valor nominal. Asi pues, una resistencia de 1000 Q con una
tolerancia del 5% su valor real estard comprendido en entre 950 Q y 1050 Q.

El inverso de R se denomina conductancia G = 1/R Q.

N = G Vo ()




Esta unidad se suele emplear para los conductores donde la resistencia es muy pequeia, y da una
idea de la capacidad de un material para conducir la electricidad.

La resistencia es un dispositivo que extrae y disipa energia del sistema. De hecho, la capacidad
de un dispositivo electronico de disipar energia se representa como una resistencia de mayor o
menor tamafio, en funcion de la cantidad de energia disipada.

La energia que es capar de disipar una resistencia depende del valor de la resistencia y de la
corriente que circula por ella.

Potencia disipada=I*()R. 3)

Donde I es la corriente que circula por la resistencia y R el valor de la resistencia.
Capacidad (CONDENSADOR).

Las capacidades se caracterizan por su capacidad de almacenar carga, no disipan energia como
ocurre con los resistores, si no que la almacenan.

Las capacidades presentan una relacion lineal entre la carga y la tension de la siguiente forma.

4@ = C W) @)

La representacion grafica del condensador la podemos ver en la figura 2
La relacion entre tension y corriente viene dada por la ecuacion diferencial (5).

- Q) . - ~9rQ)
Iy = == ;0 I(r) = C—=
® 2 ® - 5)
oy
1(t)
< V(b
Figura 2
Esta expresion la podemos poner a continuacion.
1
oy = — I(odet
W= = /O (6)




Siconocemos en algin instante t, el valor de V(t) podemos transformar la integral en una integral
definida de la forma expresada en la ecuacion (7).

t 1 t . 1 ) 1 t .
Jode = — (Jode + . 0de = J0de + Vit 7

oo tO oo tO

V() =

Ql-

La unidad de medida es el faradio. Se utiliza normalmente submultiplos de del faradio. Los
submultiplos més empleados aparecen en la tabla 3.

Nombre Siglas Valor
micro Faradio uF 10°F
nano Faradio nF 10°F
pico Faradio pF 102 F
Tabla 3.
Inductancia

Las inductancias se caracterizan por su capacidad de almacenar energia, no disipan energia como
ocurre con los resistores. La energia en las bobinas es almacenada en forma de campo magnético.
Las inductancias presentan una relacion lineal entre el flujo magnético y la corriente de la
expresada en la ecuacion (8).

o) = L I0) ®)
La representacion grafica de la autoinduccion la podemos ver en la figura nimero 3.

+

1(0)
L 40

Figura 3

La relacién entre tension y corriente viene dada por una ecuacion diferencial.

o) - % L) - L? ©)

Esta ecuacion la podemos poner a continuacion.

1) = fV(t)dt (10)

1
L




Si conocemos en algin instante t, el valor de i(t) podemos transformar la integral en una integral
definida como aparece en la ecuacion (11).

t t ) t
_ . L -1 .
Odt = — Vode + - Ve = - Ve + 1) (1)

t L4 t

1) - -

=

La unidad de medida de la induccion es el Henrio. Los submultiplos més empleados aparecen
en la tabla 4.

Nombre Siglas Valor

mili Henrio mH 10° H

micro Henrio uH 10°H
Tabla 4.

1.3.2.-Elementos activos.
Generador ideal de tension.

Mantiene entre sus bornas una tension independientemente de la corriente que circule. Su
resistencia interna es nula. La representacion grafica del generador la podemos ver en la figura
4. Si la tension entre las bornas del generador es constante el generador se representa
graficamente como en la figura 5.

Y

I(t R

—

Figura 4 Figura 5




Generador ideal de corriente.

Fija la corriente que circula por el independientemente de la tension entre sus bornas.

Figura 6




1.4.-Red eléctrica

Definimos red eléctrica como la estructura resultante de la interconexion de elementos
circuitales.

Dentro de una red podemos distinguir los siguientes elementos:
Nudos.- Confluencia de dos 0 més elementos.
Rama.- Elemento o conjunto de elementos entre dos nudos.

Lazo.- Cualquier conjunto de elementos (ramas) que forman un camino cerrado. Cuando un lazo
no tiene elementos en su interior se denomina malla.

Nudo Nudo
o] H

Rama

Figura 7
En la figura 8 podemos ver un ejemplo con tres lazos
y dos mallas

)

Figura 8

L 1
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1.5.-Prefijos.

Los prefijos se utilizan anteponiendose al nombre de la unidad base de una magnitud para formar
los nombres de los diferentes multiplos y submultiplos de dicha unidad.
Los prefijos mas importantes aparecen en la tabla 1.

Nombre Sigla Valor

TERA T... x1.000.000.000.000 = 10"
GIGA G x1.000.000.000 = 10°
MEGA M... x1.000.000 = 10°

KILO K x1.000 = 10°

unidad x1

mili m... +1.000 =107

micro ... +1.000.000 = 10°

nano n... +1.000.000.000 = 107

pico p... +1.000.000.000.000 = 102
femto f... -+1.000.000.000.000 = 107"

Tabla 5. Prefijos
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2.-Leyes de Kirchoff.

2.1.-Ley de los nudos.

La suma algebraica de las corrientes que confluyen en un nudo es igual a 0.

xf; =0

La suma de las corrientes que entran es igual a la suma de las corrientes que salen.

Un ejemplo de la primera ley lo podemos ver en la figura 9.

Figura 9

L -L-L+1I=0

(12)

13)

12



2.2.-Ley de las mallas.

La suma algebraica de las caidas de tension a lo largo de un lazo es igual a 0.

»V, =0 (14)

Antes de continuar, y a fin de utilizar una nomenclatura uniforme a lo largo del texto,
utilizaremos las letras minusculas para indicar tensiones y corrientes variables en el tiempo. Las
letras mayutsculas las reservaremos para identificar las tensiones y corrientes constantes en el
tiempo o tensiones y corrientes, que si bien presentan una dependencia con el tiempo, poseen
una componente constante en el tiempo.

Ejemplo 1

Figura 10

V. + V, -

1 3 - V- V=0 (15)

Si aplicamos los lemas de Kirchoff sobre la malla de la figura 10 tendriamos 6 ecuaciones de las
que no todas serian linealmente independientes.

i, = iRl tolg * Ic (16) V= Vg T Vg, T Y a7
. v
1, = — . _ Vv
BoOR, (19) T R (18)
0! iy = YO, V), - DO
i.=C o (20) i(f) R, R, 7 2D

13



Figura 11

La resolucion de la ecuacion diferencial da como resultado v(t).

El ejemplo anterior se puede simplificar si agrupamos las dos resistencia como una Unica
resistencia R de la forma 1/R = 1/R, + 1/R,. La agrupacion de impedancias se tratard con mas

detalle en el tema 8.

Ejemplo 2

eg(f) TC

Figura 12
Aplicamos la segunda ley a la maya de la figura 12 tenemos .

i = iy = ig (22) e () = vp + v (23)

. 1.
e () = Rifn) + e / KG) ar (24

14



Ejemplo 3

R, Cr
@
|
i/
v (1)
g
3lazos
2 mallas
6 nudos
Figura 13

1, € 1, son las corrientes de lazo.
Si analizamos la red de la figura 13 y aplicamos la segunda ley tenemos:
Malla 1
iR+ G-i) R, + L i dt = v (0
o) ¢

Malla 2

i, R, + (i,-i) R, +Ci fpdt v vy = 0
2

(25)

(26)

15



3.-Ecuaciones diferenciales lineales de coeficientes constantes

Como hemos podido ver en los ejemplos anteriores, para la descripcion de la evolucion de las
variables circuitales tension y corriente a lo largo del tiempo, es necesario recurrir a la utilizacion
de ecuaciones diferenciales de primer orden. Si ademas de condensadores y resistores utilizamos
bobinas necesitaremos ecuaciones diferenciales de segundo orden. Asi pues antes de continuar
es necesario explicar la resolucion de las ecuaciones diferenciales.

Una ecuacion diferencial de grado n se puede expresar de forma general como:

Donde a,, a, a, ;, a, son coeficientes constantes.

n n-1
L ame o A, al% + aw(d) = ff) @7)

"odrr gl

La solucién general de la ecuacion se puede descomponer en dos términos de la forma
V(1) = vig (1) + v (1),
vy (t) - Solucidn general de la ecuacion homogénea, se obtiene cuando f(t) = 0.
vp (t) - Solucidn particular de la ecuacion completa.

16



3.1.-Solucion de la ecuacion homogénea.

La ecuacién homogénea se obtiene igualando f(t) = 0 con lo que queda la ecuacion diferencial

de la siguiente manera.

d™(f) ™ v(e) an(d) " iy
1 ——> + a ————= +.+t a—=> + aw(t) = a———= = (28)
dr" U g1 Ut 0 Zo

Para calcular v(t) recurrimos a la denominada ecuacion caracteristica, consiste en un polinomio
del mismo orden de la ecuacion diferencial y cuyos coeficientes son los mismos que los de la

ecuacion diferencial (27).

n
n n-1 _ i _
a, r®+ a_,r t.toa r+oa = .anir =0 (29)
I =

Es necesario hallar las raices de la ecuacion caracteristica, se pueden dar varios casos.

1- La ecuacion posee raices simples r;, 1,, ... 1, donde r; # 1; para todo 1 # j.
En este caso la solucion general adopta la forma:

A e = v () (30)
1

®
S
I
+
+
N
®
Il
"M

i

2- La ecuacion posee raices multiples r)=r,=1;...51,, Ty, ... [,donde m<n 1, #1; V 1,]

talquei#jy i,j=m+l, ...n.
En este caso la solucion general tendra dos formas:

Tt A et (At v At A) el = v (131)

3-La ecuacion presenta raices complejas. En este caso si un nimero complejo es raiz de

la ecuacién su conjugado también es raiz. Ademas, se cumple:
* *
=1 - A = A

F.= 0, + A, = |Ai|ei(p’ (32)

vi) = A, e + A e = 2 Re[d, e] = 2 |4,] e"cos(wf + @) (33)

17



3.2.-Solucion particular de la ecuacion completa.

Para resolver la ecuacion particular se ensayan soluciones del mismo tipo que f(t). También
podemos distinguir varios casos.

- Tipo exponencial. La funcién de excitacion tiene la forma de la ecuacion (34).

fi) = 4, ¢™ (34)

Existen varios casos:

1.- Sir, no es solucion de la ecuacion caracteristica ensayamos una solucion particular
de la forma de la ecuacion (35) y obtenemos B.

vi) = Be™ (35

n n-1 ryt ryt
B(ayry, + a,_rg  +..t ayp, + a)e’ = A, e (36)

'
B = : 37)

(ary + a,rd '+t arp, + ay)
n 0 n-1'0 1o 0

2.- Si r, es solucion simple de la ecuacidon caracteristica ensayamos una solucion
particular de la forma de la ecuacion (38).

4

vi() = Bte™ (38)

3.- Sir, es soluciéon doble ensayamos una solucion particular de la forma de la
ecuacion (39).

vi(f) = Bt*e™ (39)

4.- Sir, es solucion de orden m la ecuacion particular a probar la podemos ver en la
ecuacion (40).

vi(t) = Bt"e™  (40)

18



- Tipo polinémico. La funcion de excitacion tiene la forma de la ecuacion (41).
fiy = Apm + A" ++ A+ A, 1)

En este caso se sustituye el polinomio en la ecuacion diferencial y se identifican los coeficientes.

- Tipo trigonométrico. La funcion de excitacion tiene la forma de la ecuacion (42).

J)= B, sin(wy) + C, cos(wl) (42)

En este caso también tenemos varios tipos posibles de soluciones de la ecuacion particular.

1.- Si jw, no es raiz de la ecuacion diferencial

vp(f)= B sin(wyf) + C cos(w,f) (43)

2.- Si jw, es raiz simple

(=B t sin(wy) + C t cos(wyf(44)

- Combinacion lineal de las anteriores

Se hallan las soluciones particulares de cada uno de los sumandos y se suman.

Vhyw = SV, (45)
Ejemplo 4
Resolver la siguiente ecuacion diferencial.
DO L gy = -3+ 1+ 1
dt

La solucién posee una componente homogénea y una componente particular : v=v, + v,
Calculo de la ecuacion homogénea.

E20)

7 4v(r) = 0 47)

19



Para calcular la solucién el primer paso es obtener la ecuacion caracteristica:

r+4=20
A @)

La ecuacidn caracteristica es un polinomio cuyos coeficientes son los mismos que los de la
ecuacion homogénea y las incognitas estan elevadas a la misma potencia que la derivada que
acompafia al coeficiente.

La solucion de la ecuacion homogénea queda:

v (D = Ae ¥ (49)

Para obtener la solucion de la ecuacion particular, puesto que la funcidon de excitacion es de tipo
polindmico probabamos una solucion particular de tipo polinémico:

2
QT+ al + q (50)
Ahora sustituimos esta solucidn es la ecuacion diferencia e identificamos coeficientes:

d(a2t2+ at+a,)

= + dapP+ag+ra) = -3+t + 1
2at + a, + 4ap* + 4ag + 4a, = -3+ 1+ 1
4a,= -3
2a,+ 4a =1 (1)
a + 4a,=1
3 5 5 3
vt =- > 12+ 2 - =
#(0) 4 8 32

La solucién completa de la ecuacion diferencial es:

v(f) =Ae Y- 32 2 (52)

32

o0 | L
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Ejemplo 5

Resolver la siguiente ecuacion diferencial

2
avy 5 M) g V() = 2 e” (53
dr? dt

Procedemos de igual forma que en el ejemplo anterior. v(t) = vy(t) + v, (t)

Solucidn de la ecuacion homogénea vy (t)
Planteamos su ecuacion caracteristica y la resolvemos.

r?+5r+6=20 (54)

-5 +4/52-24
g =r = -2,r,= -3 (55
vp =4 e ¥+ A e (56)

Para obtener la solucion particular, puesto que la funcion de excitacion es de tipo exponencial
probamos con una solucion de tipo exponencial (ecuacion 35). Luego la funcidn a probar la
podemos ver en la ecuacion (57).

vy(f) = B e (57)

Puesto que la particular es solucion de la ecuacion diferencial introducimos esta solucion en la
ecuacion diferencial para hallar B.

5B+ 25B+ 6B)e”*=2e* ; B=_ (58)

Luego la solucion completa de la ecuacion diferencial queda:

v(it) = A, e + A, e + 2_18 e”  (59)

Para poder obtener los valores de A, y A, necesitamos una serie de condiciones de contorno.
Si se dan las siguientes condiciones de contorno:

W=0)=8  (60) R

o
M|t:0 =1 (62 -2A4, -3 4, + S 1 (63
dt 1 27 e (63)

21



Cuando t « la solucion homogénea tiende a desaparecer quedando Uinicamente la solucion
particular. Esto es lo que ocurre en las redes reales.

Ejemplo 6
@ | _ 1
i 3 v(r) 5 cos(?) (64)

Para resolver esta ecuacion diferencial procedemos como en los casos anteriores.
Ecuacion homogénea (65).

37r+3=0 = r=-3 = vy ,=4de¥ (65)

La funcion de excitacion es de tipo trigonomeétrico, por lo cual la solucion particular a probar sera
de tipo trigonométrico.

vp(t) = B cos(f) + C sin(f) (66)
D0 = - B sin(®) + C cos(t) (67)
dt
-Bsin(f) + C cos(f) + 3 Bcos(t) + 3 C sin(f) = % cos(?) (68)

3C-B=0 B =3/20
3B+C=»% C=1/20

En la ecuacion (69) podemos ver la solucion completa de la ecuacion diferencial.

_ 3 1 .
v(f) = A e 3 + = cos(f) + — sin(f
® 0 ® 0 ® (69)

22



4.-Regimenes libre, forzado, transitorio y permanente.

° Régimen libre
Respuesta del circuito cuando desaparece la excitacion. Su descripcion viene dada por
la solucion homogénea de la ecuacion diferencial. Solo depende de la estructura del
circuito de los elementos pasivos.

L Régimen forzado
Su descripcion viene dada por la solucion particular de la ecuacion diferencial, y depende
de la excitacion del circuito.

° Régimen transitorio
Respuesta de la red en el primer intervalo de tiempo después de conectar la excitacion.
Régimen transitorio = Régimen libre + Régimen forzado en el instante inicial.

o Régimen permanente

Respuesta de la red a partir del primer intervalo de tiempo después del transitorio.

Régimen libre solucion general:
v = s + sl + Ayt A t" Y e+ wB e%cos(w, t + @) (70)

donde las raices se pueden expresar como r; = 0, + jw,; y se cumple que o,< 0 con lo que los
términos e°' tienden a 0 con el tiempo y el régimen libre tiende a desaparecer.

Aplicacion a circuitos RCL

i(t
¥ R=1/G Ci L

Figura 14

Las ecuaciones diferenciales del circuito de la figura aplicando la primera ley de Kirchoff son:

G v(p) + % po) dr+ C DO _ 1)
avg , Ga , 1 1 dy
% C & IC v(r) c dt[lg(t)] (72)

23



Casos :

Generador de corriente continua - i,(t) = I¢c

En este caso particular la solucion de la ecuacion diferencial es igual a 1a solucion de la ecuacion
homogénea.

% s % % . L—IC v(1)= % %[ig(t)] = 073)
r2+gr+L_1C:0 T Ty (74)
l-r,=1,
v(t) = 4, e + 4, ™ = 4 e cos (wr+¢) (75)
4=2 |4, ¢ = arg [4)] 00 (76)

A

Figura 15

Cuando t - «~ toda la corriente del generador tiende a pasar por la bobina (la caida de
tension en bornas de la bobina es 0).

2.-1, # 1, y reales.

Figura 16
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i,(t) Funcién exponencial i, (t) =1, e"

En este caso la solucion de la ecuacion viene dada por la solucion completa.
Ecuacion homogénea.

v = A e+ 4, ™ (77)

Calculo de la solucion particular:

M+QM+LV(Q= li

. I,
Nl = —
a4t C & | IC c ald = et a8

Probamos soluciones del tipo v, = A €" con lo cual la ecuacidn anterior puede reescribirse como:

(Ar2+A%r+;;C)e"=rée" (79)
4 - 1
Cr+G+L (80)

Lr

En el caso que las raices r, y r, sean complejas se cumple quer, =r : la solucion es de la forma
1 2 1 2
de la ecuacion (81)

W(b) = A e® cos (of+ @) + ! er!

Cr+G+L (81)
Lr

De todas formas quedan dos constantes por determinar (A'y @ 0 A, y A,) por lo que son
necesarias dos condiciones de contorno.
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5.-Régimen transitorio en sistemas lineales simples

5.1.-Régimen transitorio: condiciones lineales y tipos de excitacion

RCL

() "

Figura 17
La ecuacién que caracteriza un circuito RCL genérico se puede escribir:

al

i=1 ¢!

"diyt
E_y()

@ + by x() (82)

+ 4,0 = b,
i=1

La solucién como hemos comentado anteriormente se puede escribir como y(t) = y(t) + yp(t).
Para resolver la ecuacidn necesito tantas condiciones iniciales como el orden de la ecuacidn.

Condiciones iniciales primarias

- Resistencia
v(t) =R i(t)
No se necesita condiciones de contorno, no tiene memoria (no necesitamos conocer el
valor de i en t).

- Induccion

v = L 20
t

i) = % [ vl + i) (83

Necesitamos conocer las condiciones iniciales para la resolucion del problema.

Una de las caracteristicas a tener en cuenta a la hora de seleccionar las condiciones
iniciales necesarias es que la corriente no puede variar bruscamente en una bobina (pero
si la tension).

Supongamos un circuito formado por una bobina y un generador de tension constante.
En el instante t, cerramos el circuito, podemos distinguir dos instantes iniciales, el
instante infinitesimal previo a cerrar el circuito y el instante infinitesimal posterior a
cerrar el circuito. En una bobina el flujo magnético no puede variar bruscamente por lo
que la corriente tampoco puede, asi pues, podemos decir i(0") =i(0").
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- Capacidad

i) = C () v(t) = [ indt + v{t,) (84)

1
C

Necesitamos conocer las condiciones iniciales para la resolucion del problema.
Una de las caracteristicas a tener en cuenta a la hora de seleccionar las condiciones
iniciales necesarias es que la tension no puede variar bruscamente en un condensador
(pero si la corriente).
De forma analoga al caso anterior supongamos un circuito formado por un condensador
y un generador de corriente constante. En el instante t, cerramos el circuito, podemos
distinguir dos instantes iniciales, el instante infinitesimal previo a cerrar el circuito y el
instante infinitesimal posterior a cerrar el circuito.
o*
W) = L0 dr v 90T = WO (8

0
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5.2-Funciones de excitacion basicas.

1.- Escalon unidad.

(3] 0. 1=90 86
u =
! 1 >0 (56)
2.- Funcioén pulso
0 r<o0
x(f) = {1 0<¢<T 87
0 ¢>T
3.- Funcién exponencial
-1 """
x(¥) =
Ee ™ t>0

4.- Funcidn sinusoidal

x(f) = sen (wt+ @) (89)
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6.-Circuitos de primer orden, respuestas transitorias de circuitos
RL y RC

Definimos como circuitos de primer orden a aquellos que solo tienen un tipo de elemento
reactivo (capacidad o inductancia, pero no de los dos tipos simultineamente).

1.- Circuito RL. (Figura 18).

R

N L

e

Figura 18

- Funcidn de excitacion: Funcion escalon e(t) = E u(t)
Para este caso la ecuacion diferencial resultante viene dada por la ecuacion (90).

1 + m:
Riy + LZ2 = E 1>0 (90)

Al seruna ecuacion diferencial de primer orden tinicamente se necesita una condicion inicial para
la cual escogemos 1(0) = 0 (la corriente no puede variar de forma brusca en una bobina).

La ecuacion caracteristica queda: R+ Lr=0 r=L/R ylasolucion de la ecuacion homogénea
queda como:

=~

) ot
T

i()=Ade L = Ade O1)

Para el célculo de la ecuacion particular interpretamos que la funcion excitacion es de tipo
polindémico con lo que:

i(f) = % (92)

alw

i) = A e (93)

R |
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Para el célculo de la constante A aplicamos la condicidn inicial en la bobina
(0 = iy(0) = i(0)= 0

E E
0 = A + — = A = - —
R R %94)
i0=-20-¢ % 09
T Tiempo que tarda en llegar a su valor final si crece de la misma forma que su
valor inicial.
t, Tiempo de subida. Tiempo que tarda en llagar del 10 % del valor final al 90 % del
valor final =22t
t Tiempo que tarda en llegar al 99 % de su valor final =5t

- Funcion de excitacion: Funcion pulso.

R
N oo
t=T
- N L
e(t)
Figura 19

Podemos dividir el tiempo en tres partes t<0,0<t<Tyt>T. Parael tiempo 0<t<T es
idéntico al caso anterior con lo que ecuacion queda:

i-La-¢% o<i<r (96)
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Nos queda estudiar el caso parat>T

R

Figura 20

Condicion inicial

N L

1 + M =
Ri() + L 25 = 0

al~

i(f) = A e

i=Ie * t>T

- Funcion de excitacion: Funcidn sinusoidal.

R

e(t)

N L
= E sen (ot + @)

Figura 21

o7

(98)

99)

(100)

(101)




Ecuacion diferencial :
R () + L% _ Ee) t>0

Al ser una ecuacion diferencial de primer orden solo necesito una tnica condicion inicial para
lo cual escogemos i(0) = 0.

_R, 1
i) =Ade r =4de (103)
Para el célculo de la solucidn particular ponemos la excitacion en forma exponencial.
_E
e(f) = Re[e * E, e/ 9] = Re[Ee/*] E=-jE ¢/* (104)
i(t) = I e/ (105)
Sustituyendo en la ecuacion diferencial:
RI+joLlI=FE I = E = E
R+ jo L 1 (106)
(R2 + (.02 L2)2 ej‘I’
, L
tag '¥P = oz (107)
JE .
I = __ )0 e Je-P) (108)
R2+ 0)2L2

(102)
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4
-= E
i()=Ade "+ —2  sin(wt+ ¢-P) (110)
/R2+ (.02L2
) , E, )
io(f) = Re[l /] = ——— sin(wt+ @-F) (109)
/R2+ (,I)ZLZ
E, i
0= A4+ ——— sin(p-P) (111)
R2+ w2L2
E, .
A =- ——— sin(p-P) (112)
R2+ (.02L2
E _t
i(f) = ————— [sin(wr+ - F) - sin(p-¥P) e "] 113)
/R2+ (.02L2
2.- Circuito RC. (Figura 22).
R
1
v(©® —(
Figura 22
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- Funcidn de excitacion: Funcion escalon v(t) =V, u,(t)

Para este caso la ecuacion diferencial queda:

1
R it — iHdt =17 t>0
Esta ecuacion la podemos reescribir en funcion de v (t).
av () dv (1)
iy = C CR o +v@® =V, (115)

Al ser una ecuacion diferencial de primer orden se necesita una tinica condicion inicial para lo
cual escogemos v,.(0) = 0 (la tension no puede variar de forma brusca en un condensador).

1

t
- ¢ - =
v =Ade ¥ =4e (116)

Para el célculo de la ecuacion particular interpretamos que la funcion excitacion es de tipo
polindémico con lo que:

vP(t) = Vcc (117)

v =4de

t
Ty (118)

cc

Para el calculo de la constante A aplicamos la condicion inicial en el condensador
v(0") = v(0) =0

0=d+V - A=-7V, (119)

cc

al~

v@®=V,1-e¢ 7 (120)

(114)
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alw

< g (121)

R

i) =

En la fase inicial de carga el condensador equivale a un cortocircuito, conforme el condensador
se carga disminuye al corriente que circula por €l, cuando el condensador esta completamente
cargado equivale a un circuito abierto.

- Funcidn de excitacion: Funcion pulso.

R
BT
7iT i(t) L C
Ve
Figura 23

Podemos dividir el tiempo en tres partes t<0,0<t<Tyt>T. Parael tiempo t>T es idéntico
al caso anterior con lo que ecuacion queda:

1

v@® =V, (1-e % 0<t<T (122)

Nos queda estudiar el caso parat>T

v (D) . dv (¥) o

RC dr s (123)
La condicion inicial viene dada en la ecuacion (124).
v(D =V, (1-e 9 (124)
_ !
v{)=Ade T (125)
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_r _T I
v()=de "=V, (1-e 7)) = A=V, (" -1 (126)
r -1 _ET
v =V, (" - 1De "=Ve ° (127)
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- Funcion de excitacion: Funcidn sinusoidal.

v dD )

t>0 12
RC dt RC (128)

Al ser una ecuacion diferencial de primer orden solo necesito una tnica condicion inicial para
lo cual escogemos v(0) = 0.

v =Ade ¥ = 4e (129)
Para el calculo de la solucion particular ponemos la excitacion en forma exponencial.
La funcion de excitacion tiene la forma de la ecuacion
LT
-J~ . . .
e(f) = Rele ? v, /@ @] = Re[Vel] V=—-jVe* (130)
v(t) = V e/ (131
Sustituyendo en la ecuacion diferencial:
1
_ joC
V=", N (132)
R+
joC
. vV i
V() = Re[V &/*] = ——~&— sin(wt+ - F) (133)
V1+R*w?C?
1/4 -1
v() = ——-E— [sin(wt+ - F) - sin(e-T) e ] (134)

V1+R*w?C?

Esta construccion se denomina filtro paso bajo, pues como podemos ver en la ecuacion atenua
las altas frecuencias dejando pasar las bajas.
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Se denomina frecuencia de corte al valor f, = 1 /(2nRC) e indica la frecuencia a partir de la cual
las 1a amplitud de la sefial es atenuada mas de

Un caso especial del filtro paso bajo es el circuito integrador. En este caso la constante t es
mucho mayor que el tiempo de observacion del circuito, con lo que durante ese tiempo el circuito
se encuentran en régimen transitorio.
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7.-Régimen permanente sinusoidal.

7.1.-Introduccion

Denominamos fasor a un nimero complejo expresado de forma exponencial A = a + bj = |A| €/

Im

Figura 24

Nota  Lautilizacion de notacion exponencial (fasores) cuando los generadores son de tipo sinusoidal viene dado
por una cuestion de simplificacion.

v(D) = |V| cos(wt + @) = Re[ V| /9] = |V | Re[e/ " 9] (137)
. Jor+ 8- T
i(0) = |I) sin(wt + 0) = Im[ |[] /9] = |I] Re[e 27 (136)
_jE
T (138)
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7.2.-Resolucion de un circuito RCL con generadores sinusoidales

~— RCL ——
0 vl

Si partimos de la ecuacion diferencial de un circuito RCL:

G v + % fv(t) d + C % = yRe[i (1) |D| e/ 9] (139)

y tomamos soluciones particulares del mismo tipo exponencial.

— Jjot
v, Be
av )
_p = _Bj(o e-](')
dt

1 i

v dt = — B e’
P o

v(f) = Re[Be’*]

Con lo, cual la solucién para el régimen permanente queda:
Para la resistencia

R es el valor de la resistencia

V()= Ri(r) (144)
Para el condensador
_ 1)
= 22
v iwC (145

C es el valor en faradios del condensador y w el valor de la pulsacion angular en
radianes/segundo
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Para la inductancia (bobina)

V()= joL i(f) (146)

L es el valor en Henrios de la bobina y w el valor de la pulsacion angular en radianes/segundo

Nota  Lautilizacion fasores simplifica las operaciones de derivacion e integracion, para obtener la solucion basta
con obtener la parte real.
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7.3.-Representacion matricial de un circuito (Método de Cramer)

Antes de continuar veamos la representacion matricial de un sistema. Sea un sistema con n nudos
tenemos un sistema con n ecuaciones siendo la ecuacion para cada nudo.

Ay Vi + ALVt +A, V= E ngl
Ay Vi Ay Vot +A,, V= E ng2

Anl Vl + An2 V2+"'+Ann Vn = Z ngn

V. Tension nudo 1
I, Corriente generada por el generador k que entra en el nudo i

Este conjunto de ecuaciones se puede representar en forma matricial de la siguiente forma:

1

11 A 12 creesererersessesasecens A 1n Vl Elgk
2
Ay Apy oo YR ANN Y 14
A A s o, A V
nl n2 nn n ) Igrllc

Resolucion :
V1 ]g
I V. 0
= RCL 2=
v, 0
.Vg Y P Al,,! P P 4,
A11 _ :0 R AZnE Ao EAZI Ayy i, AZ”E
50 Ay e, Anni iAnl Ay e, Anni
V. = i
! A
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7.4.-Impedancia

7.4.1.-Concepto de impedancia

Impedancia compleja Unicamente tiene sentido hablar de ella en régimen permanente
sinusoidal.
. V
djw) = —+ (152)
g
Admitancia compleja Se define como la inversa de la impedancia compleja.
1 I
Yjw) =—— = -£ 153
09 =55~ (153)

7.4.2.-Impedancias de elementos circuitales pasivos

1.- Resistencia.

i(t) = I e

v(t) =V e

v(t) = R i(t)

Ve =R I ™ ~ Z,=R, Yy=1R

2.- Inductancia

di(1
=L —d(t
V=joLI = Z, =jolL
3.- Capacidad
ity - ¢ &0
dt
[ =joCV = Z.=1/joC
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7.5.-Leyes de Kirchoff para fasores

1) Las sumas de corrientes en un nudo debe de ser 0
Yi(t) = 0 = En régimen permanente Y[, =0

2) Las sumas de tensiones en una malla debe de ser 0

Y v, (t) = 0 = En régimen permanente YV, =0

Ejemplo 7
e
g
S
Figura 26

e, = E; cos (w t)
i, =1, sen (wt)

Analizando la red por nudos (existen 2 nudos mas tierra y 4 mallas).

e, - v, av, 1
g - -G — T f(vl v) dt = —i
1
e, - v dv 1 v dv
g 1 1 _ . 2 1
- — - = v, - v)dt=-i =+ C, —
R v T M ¢ R 2 dr

Sistema con dos ecuaciones diferenciales de 2° grado

(156)

(157)

Por convenio se interpretan que las corrientes entrantes al nudo son positivas y las corrientes

salientes son negativas.
Si ahora utilizamos fasores para el analisis podemos rescribir el sistema:

e, =E, cos (w t) =Re [E, ] Fasor: E, = E,
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i, =1, sen (wt)=Re [ I e“]=Re [I,e™ *]  FasorI,=-jI,= I, e’

Wz

Figura 27
v E -Jjs
W+ joC, + —) - 2 =TE e 2
R, JwL Jjo 1
- o oy e v Gec, + L Lyar- 2. o My
joL J ,  JoL R, dt
Resolviendo por el método de Cramer (matricialmente)
gocs Lo Lo Lo
! JoL R, JjowL !
A= L | =
S o
i Jjo JoL R, |
I C I
- CiCt e (e 2o (e D (e )
, R, RR, L R, R, jwL

(158)

(159)

(160)
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Para obtener v,

(161)

(162)

46



8.-Impedancias y admitancias equivalentes. Combinacion de

generadores lineales.

8.1.-Impedancias en serie y admitancias en paralelo.

V]l
Figura 28
v
Ca i
1 Yn
Tl
2 Yz
I}
Y
\Y%
Figura 29

ZoI+ Z, 1=V, +V, = V163)

=Z + Z, (164)

~I=

Y1V+ Y2V=Il+12=1 (165)

=Y + 7, (166)

Un caso de agrupamiento de impedancias es la estructura en escalera

4{

Figura 30




En la figura 31 podemos ver como se resuelve esta estructura agrupando las impedancias de
derecha a izquierda de la forma 2 serie-2 paralelo.

Figura 31
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9.-El generador Real.

El generador real presenta una impedancia interna distinta de 0 que se denomina Z,

Zg
\ 21 V,=Z,1+V
Ly -
Figura 32
e._i De forma anéloga el generador real de corriente tiene
una admitancia interna distinta de O (resistencia
distinta de infinito).
Z
Y, V L
Ty —
Figura 33

L=VY,+I

Para un generador real de tension es posible encontrar un generador real de corriente equivalente
y al contrario.

V
AR (167)
g
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9.1.-Teorema de Millmann (combinacion de generadores).

N generadores de tension puestos en paralelo con admitancias internas Y; se pueden poner como
un Unico generador real de corriente donde el valor del generador real de corriente equivalente
viene dado por la ecuacion (168).

v v

I = Vv, Y, Y . = Y, (168)

gT ] gi gTr R

De igual forma N generadores de corriente reales puestos en serie se pueden combinar en un
unico generador real de tension de la forma:

N
V. = .E 1.7 N ZgT = v Zi (169)
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10.-Analisis por Mallas

|
|
R, ¢ R
1 3
Vv R L
G ¢ C, 2
|
R
2
L C R %
1 3 5
Figura 34

Pasos iniciales

1° Identificar las mallas de la red.

Figura 35

2° Asignar corrientes y sus sentidos de circulaciéon a cada malla.

|
R, ¢, R,

m R4 ]\( L2

1 2 C

V |
V
4 M v, \ 5

ng\ T, [4\&
V5
Figura 36
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Una vez realizada las consideraciones iniciales empezamos a plantear las ecuaciones de las
mallas. Las caidas de tension a lo largo de las mallas es igual a cero.

Ecuacioén de la malla 1.

Ecuacion malla 2°

Ecuacion malla 3°

Ecuacion malla 4

11
VG_II R1 B o -

. 12
L, Ry + I, jwL,+

(L,-1)

JoC;y

1

{;

_12

2

) R,

I
Y (1, -

B (11 B 13) Rz

I)R, =0

+ L joL,+(L,-1) R, = 0

(170)

(171)

(172)

(173)
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11.-Analisis por nudos

|
| |
R, C R
1 3

Figura 37

Pasos iniciales

1° Identificar los nudos de la red.

Figura 38

2° Asignar tensiones a los nudos.

Figura 39

Una vez realizada las consideraciones iniciales empezamos a plantear las ecuaciones de los
nudos. Suma de las corrientes entrantes igual a la suma de las corrientes salientes.
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A fin de simplificar la obtencién de la ecuacion de cada nudo, se considera que todas las

corrientes del nudo son todas entrantes en el nudo o todas salientes.

Ecuacion del nudo 1.

Consideraciones
O—A+Q+Q
0 = -7 N n-n . n-n
R,+ 1 R, +jwL, R,
JwC,
Ecuacién nudo 2°
0=1+ 1+
V,-V V,-V.
0= "L + (V,-7) joC,+ 22
R.+jowL, R,

Ecuacién nudo 3°

0= I4+ I3+ I6+ 17

Vi-7

v,
0= (V,-V)Jj °’C3+f3 + (V- V,) joCy+
2 4

Ecuacién nudo 4

0= I1+ I7+ I8

(174)

(175)

177)

(176)

(178)

(179)

(180)
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0= V=7 + ._ Vs + -7
Re_ L Jeli R (181)
JwC,
Ecuacion nudo 5°
0= 1L+ I+ I, (182)
0= (V.- V) j &C VsV, U
=(Vs- wC, + +
5 V3) ] WL R, j ol (183)

Se ha supuesto para plantear las ecuaciones de cada nudo que las corrientes siempre son entrantes
en cada nudo.
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12.-Fuentes controladas

Las fuentes controladas son generadores de tension o corriente que dependen de una variable

circuital. Hay 4 posibilidades:
a) Generador de tension controlado por tension.

Figura 40

b) Generador de tension controlador por corriente

Figura 41

¢) Generador de corriente controlador por tension

*~—o @
Ve L,=YV,
Figura 42

d) Generador de corriente controlador por corriente

i

€

Figura 43

Los operadores «, 3, v y d son lineales, no tienen por que ser constantes. Normalmente para el
régimen permanente sinusoidal estos parametros dependen de la frecuencia.

Vy=a(jw) V,
Vo=pGo) L
l,=v(w) V,
[,=6(w) L,
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Ejemplo 8

Plantear las ecuaciones en régimen permanente sinusoidal del siguiente circuito.

%
:

Figura 44
5 nudos 4 ecuaciones y 4 incognitas.
3 mallas 3 ecuaciones y 3 incognitas.
e, = R (G,-1i)+ v,

Ademas, aplicando las funciones de los generadores controlados sabemos que:

v, = e -~ R (G, - i) =i, - i

(184)

(185)

(186)

57



13.-Amplificadores 1ideales de tension. El amplificador
operacional ideal

El amplificador ideal de tension es un dispositivo de ganancia A que se caracteriza por una
impedancia de entrada infinita (no absorbe corriente) y una impedancia de salida 0.

I;
) Z, =¥ = [=20
L e Z, =0
v, V
p 7 ? A= =2 = Cte.
,- : 7,
ML7 Impedanciade  Impedancia de ,7]7,7

entrada salida

Figura 45

En la siguiente figura, podemos ver el circuito equivalente al amplificador representado en la
figura 45.

Figura 46
El amplificador operacional presenta frente al amplificador ideal de tension varias caracteristicas.
a) En lugar de tener una tinica borna de entrada presenta dos bornas.

b) La tension de salida es la diferencia entre las dos bornas multiplicadas por una
constante de ganancia, el valor de esta constante es infinito.
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Z 3o = 10
e, A Z, =0
VT A V. =Ad(e.-e)=AV,
ii e

V
A= == Cte
v,

Z
[8]
Impedancia de Impedancia de

7. entrada

i salida

Figura 47

En la figura 47 podemos ver la representacion circuital de un amplificador operacional. El
circuito equivalente de un amplificador operacional lo podemos ver en la figura 48.

Figura 48
La ganancia infinita que presentan los amplificadores operacionales implica que para tener una
tension distinta de infinito a la salida la diferencia de tension entre las dos bornas de entrada debe
de ser cero, esto es lo que conoce como cortocircuito virtual. Esta caracteristica sumada a la
impedancia de entrada infinita es lo que permite disefiar facilmente circuitos que utilicen el

amplificador operacional.
Para ver esto un poco mas claro vamos a ver un ejemplo.
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Ejemplo 9

Vamos a hallar los valores que deben de tener las resistencia de la figura 49 para que el circuito
presente un factor de amplificacion 9.

R2

Vout

Figura 49

Debido a la ganancia infinita del amplificador, la tension en la patilla “-” debe de ser la misma
tension que la patilla “+”. Puesto que la patilla “+” esta puesta a masa (cero voltios) la patilla ““-”
también estara a cero voltios, esto es lo que se denomina tierra virtual (el punto esta a la misma
tension que la masa sin estar conectado fisicamente a masa). Puesto que la impedancia de entrada
del amplificador es infinita, no entra corriente por el, luego la corriente que pasa por R1 es la
misma corriente que la que pasa por R2. Para calcular la corriente que pasa por R1 basta con
aplicar la ley de Ohm, donde un extremo de la resistencia esta a Vin voltios y el otro punto esta
a cero voltios.

De aqui podemos deducir las expresiones que aparecen en la ecuacion (193).
Vin - 0
RI
Vout- 0

R2

Vout = - E Vin
RI

I =

-1 = (193)

Luego para tener una ganancia de valor 9 se debe de cumplir la siguiente condicion:

R2
RI

(194)

Si introducimos una condicion adicional como el valor de la impedancia de entrada que debe de
tener el amplificador podremos determinar el valor que deben de tener las dos resistencias, ya que
la impedancia de entrada viene dada por la ecuacion (195).

Zin = RI + R2 (195)
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Acronimos

i(t) Corriente variable en el tiempo.

I Corriente constante en el tiempo.

I(t) Corriente que posee una parte constante en el tiempo y otra variable en el
tiempo. I(t) =1 +i(t).

IGw) Corriente en el dominio de la frecuencia. Representa el valor fasorial
(modulo y fase) de una corriente en régimen permanente sinusoidal

v(t) Tension variable en el tiempo.

\Y Tension constante en el tiempo.

V(t) Tension que posee una parte constante en el tiempo y otra variable en el
tiempo. V(t) =V + v(t).

V(Gw) Tension en el dominio de la frecuencia. Representa el valor fasorial
(modulo y fase) de una tensidon en régimen permanente sinusoidal

C Capacidad.

L Bobina.

R Resistencia.

Z(Gw) Impedancia compleja. Representa el valor fasorial de una impedancia en
régimen permanente sinusoidal. Z = V/I.

Y(jw) Admitancia compleja. Representa el valor fasorial de una admitancia en

régimen permanente sinusoidal. Y = I/V.
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