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Prefacio al comenzar la edicién de 1996/1997

Estas notas corresponden a la asignatura de Algebra I de primero de Ingenieria In-
formatica de la Universidad Autonoma de Madrid. Cuando se terminen, seguramente sean
casi una copia de las que elaboré el curso pasado. Todo lo que dije acerca de ellas se podria
repetir aqui, pero como seguramente no dije nada interesante y sélo lo lei yo, no me parece
conveniente repetirlo. Quiza s6lo hacer notar con respecto a los ejercicios que algunos de
ellos estdn marcados con asteriscos, lo que significa que tienen un nivel de dificultad mayor,
y que considero que un problema con dos asteriscos es muy dificil incluso para los mejores
alumnos de la clase.

Varias modificaciones se han previsto con respecto a las notas del curso pasado aunque
no es seguro que se lleven a cabo y en cualquier caso no seran sustanciales. Quiza el nico
cambio notable se advierta al final de cada capitulo, donde se anadiran algunos episodios
de la historia de las Matematicas a través de resultados relacionados con la teoria. La
exposicién en ellos serd mas informal y no muy exhaustiva.

Al igual que hice es una version anterior, quisiera copiar en estas insignificantes notas
q y 4 P
el copyright que puso Juan Ruiz a la obra de arte que constituyen las suyas:

Qualquier omne que-l oya, si bien trobar sopiere,
mas 4 y [a] anadir e emendar, si quisiere;

ande de mano en mano a quienquier que-l pidiere,
como pella a las duenas, témelo quien podiere.
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1. Teoria de Conjuntos

1.1. CONJUNTOS

Todos tenemos una idea intuitiva de lo que es un conjunto, pero al igual que ocurre
con otros conceptos de matemadtica elemental (nimero, punto, etc.) es realmente dificil
encontrar una definicién adecuada y rigurosa. Esta dificultad se resuelve normalmente en
Matemadticas enunciando algunos axiomas y diciendo que los objetos que queremos definir
son “algo” que guarda las relaciones indicadas en dichos axiomas.

La formulacién axiomdtica de la teorfa de conjuntos es bastante complicada (quizd
porque el concepto de conjunto es uno de los més bésicos), por ello no consideraremos en
este curso mas que la idea intuitiva de conjunto:

Un conjunto es una coleccion de objetos a los que se llama elementos del conjunto.

Es conveniente considerar también el conjunto que no tiene ningin elemento o conjunto
vacio. Este se denota con el simbolo @ .

Normalmente los conjuntos se designan con letras mayusculas y los elementos con

letras minisculas.
Un conjunto se puede determinar de dos formas:

1) (explicita) Citando sus elementos

A = {elementol, elemento2, elemento3, . ..etc.}

2) (implicita) Dando una propiedad que caracteriza a sus elementos
A=Az / se cumple la propiedad P}.

La barra “ / ” se lee “tal que” y a veces también se escribe “:”.

Ejemplo 1. A= {-1,1} A = {z /z es un nimero real y z2 — 1 = 0}.
Ejemplo 2. B = {16} B ={n /n es un nimero natural y 2" = 65536}.
Ejemplo 3. C ={2,3,5,7,11} B={n/nesprimoy1l<n<12}.

Ejemplo 4. D = {{0,0}, {0,1}, {1,1}} D = {E / E es un conjunto de ceros y
unos con dos elementos}.

A continuacion se da una lista de algunos simbolos que se usan con frecuencia en
teoria de conjuntos:



Simbolo Significado Nombre

Hzed 2 es un elemento de A (z pertenece a A)

)z g A x no es un elemento de A (z no pertenece a A)

3) A=B reEA&SreB (A igual a B)

4) A#B No se cumple A = B (A distinto de B)

5) ACB reEA=z€B (A incluido en B, A subconjunto de B)
6) ADB reEB=zcA (A incluye a B)

7) ANB {r/zeAy=zeB} (interseccién)

8) AUB {z/z€Abéze B} (unién)

9)A-B {z/zcAyxdgB} (diferencia)

10) AAB (AUB) - (ANB) (diferencia simétrica)

11) Ax B {(a,b) / (a,b) par ordenado con a € A, b € B} (producto cartesiano)
12) P(A) {B/BcC A} (conjunto potencia)

Cuando suponemos que todos los conjuntos con que trabajamos son subconjuntos de

uno mayor, 4, llamado conjunto universal, entonces también se usa

13) A’ Uu-A (complementario)

Observacién: Para definir A X B se ha usado el concepto de par ordenado. Aunque
de nuevo es mejor confiar en nuestra intuicién acerca de su significado; rigurosamente
un par ordenado (a,b) se puede definir como el conjunto {{a}, {a,b}}. Obsérvese que
también se pueden considerar productos cartesianos de n factores, A1 x As X ...x A,,, que
se identifican con las n-uplas ordenadas (a1, as,...,a,) con a; € A;.

Existen multitud de relaciones que permiten transformar férmulas que involucran U,
N, ', A, x (véanse los ejercicios). A modo de ejemplo demostraremos dos de las mds
conocidas

Proposicién 1.1 (Leyes de De Morgan): Sean A y B dos conjuntos, entonces se
verifica
1) (AuB)=A'nB"  2)(AnB) =A"UB/
DEM.: Como es habitual omitiremos en esta demostracién cualquier referencia al conjunto

universal que suponemos que contiene todos los elementos y conjuntos que aparecen.

Hze(AUB) ©x¢d AUB< ¢ Ay x ¢ B (porquesi z € A osix € B entonces
x € AUB yviceversa) ©x € Alyre B < ze AA\nNB.
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Se puede demostrar 2) de forma andloga (ejercicio). También, suponiendo que cono-
cemos la relacién (C’)" = C, es posible deducir 2) de 1) sin mas que tomar A’ en lugar de
Ay B’ en lugar de B.

La demostraciéon de (C')" = C es como sigue: = € (C') & z ¢ C' & z € C (porque
obienz € Cobienz ¢ C). R

Algunas definiciones que se utilizan con frecuencia en la teoria de conjuntos son
DEFINICION: Se dice que A y B son disjuntos si ANB = ¢.

DEFINICION: El nimero de elementos de un conjunto finito, A, se llama cardinal u
orden y se escribe |A.

Nota: G. Cantor (1845-1918) demostr6 que la nocién de cardinal se puede extender a
conjuntos infinitos y que hay diferentes tipos de cardinales “infinitos”. Aqui no entraremos
en estos detalles y escribiremos simplemente |A| = 0o si A no tiene un nimero finito de

elementos.

DEFINICION: Una particién de un conjunto A es una familia de subconjuntos no vacios,
A, tales que

1) Ay # Ag = Aq y Ag son disjuntos  2) | JAs = A.
Obsérvese que si A es un conjunto finito entonces dar particién equivale a escribir A

como A; UAs U ...U A, con los A; # @ y disjuntos dos a dos. En este caso se tiene
Al = |Ay] + [A2| + ... + |An].

Ejemplo . Los conjuntos A; = {1,2}, As = {6} y A3 = {7,+/11}, conforman una
particién de A = {1,2,5,7,v/11}. Ademds |A;| =2, |4As| =1, |A3| =2y |A| =5.

El siguiente resultado nos dice cémo se comporta el cardinal con respecto a las opera-
ciones U, Ny X.

Proposicion 1.2: Sean A y B conjuntos finitos, entonces

1) [AUB| = |A[+|B| - [AnB|  2)|Ax B|=|A]B|.

DEeM.: 1) Cada elemento de AU B estd en A o en B, asi pues |A| + |B| cuenta todos

los elementos de AU B una vez excepto los comunes que son contados dos veces, por tanto

|AUB| = |A|+|B|—|ANB|. Una manera mas formal de proceder es considerar la particién
AUB=(A-B)U(B—- A)U (AN B) y concluir

|[AUB|=|A—-B|+|B— A|+|AN B|
=(|[A-B|+|ANnB|)+ (|B-A|+|ANBJ|)—|AN B|
= |A|+ |B| - |AN B|.



2) Cada elemento de A figura en |B| pares ordenados de A x B. (Esto es equivalente a
considerar la particién A x B = U {(a,b) /b € B}). Como A tiene |A| elementos se tiene
Ax Bl =|Al|B|. m oih

Tras una breve reflexion, las proposiciones dadas anteriormente son tan obvias que
parece dificil entender qué hay que demostrar. A continuacion se dan algunos ejemplos en
los que se insiste en la idea de que para demostrar una propiedad de teoria de conjuntos
s6lo debemos usar las definiciones de los simbolos involucrados (dadas al comienzo de la
seccién) y reglas de deduccién tomadas de la logica.

Ejemplo 1. Demostrar que AN (BUC) = (ANB)U(ANC).

re ANBUC) e rzeAyreBUCwrzecAy(reBorze(C)&s (reAyxeB)
o(reAyzxzelC)sxzeANBoxze ANCsxze(ANB)U(ANC).

Ejemplo 2. Demostrar que AC B, BC A= A= B.
Las definiciones de B C A y A C B nos indican respectivamente que
r€B = reA, r€A = x€B,

asipues x € A & x € By por tanto A = B.

Ejemplo 3. Demostrar que A x (BNC) = (A x B)n (4 x C).

(1,22) e AX(BNC) & 1€ Ayzo €« BNC & 1€ A,z € Byay e C &
(z1,22) € AX By (z1,22) € Ax C & (z1,22) € (AXx B)Nn (A x C).

Nota: En esta seccion hemos supuesto que el lector conocia el significado de “=" y
de “<”. Recuérdese que

“p = q” significa “si p, entonces ¢° “p & q” significa “p si y solo si q”.

donde p y g son lo que se llaman proposciones, es decir, expresiones de las que podemos
afirmar o negar su certeza. Aunque no hayan aparecido explicitamente aqui, también son
muy usados en légica los simbolos V, A y ~ que guardan cierta analogia con U, Ny ' en

teoria de conjuntos. Su significado es el siguiente:
“pV q” significa “p 6 q¢” “p A q” significa “p y q¢° “~ p” significa “lo contrario de p”.

Finalmente mencionaremos que también se usan los llamados cuantificadores “V” y “3”

que significan “para todo” y “existe’, respectivamente.

1.2. FUNCIONES

Intuitivamente una funcion entre dos conjuntos A y B es una manera de asignar a
cada elemento de A un elemento de B. Desde el punto de vista de la teoria de conjuntos

se puede dar una definicién muy rigurosa (aunque bastante antiintuitiva)
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DEFINICION: Una funcién de A en B es un subconjunto, f, de A x B tal que
HvVreAdye B/(»’Uay) S 2) (z,y1) € f, (,92) €F = y1 =12

Normalmente se escribe f : A — B para indicar que f es una funcién de A en B.
Ademas (z,y) € f se escribe y = f(x).

DEFINICION: Si f : A— B y C C A, D C B, se definen los conjuntos

f(C)={y € B/y= f(z) para algin z € C} f'(D)={ze€ A/ f(z) € D}.

DEFINICION: Si f : A — B, al conjunto A se le llama dominio de f y al conjunto f(A)
imagen (o rango) de f. Se suelen denotar con los simbolos Dom f eIm f respectivamente.

Ejemplo 1. Si f : R — R con f(z) = z? entonces Im f = {z > 0}.

Ejemplo 2. Si f : Z — Z con f(n) = (—1)" entonces Im f = {—1,1}, f~1({1}) =
{ndmeros pares}, f({1,2,3}) = {-1,1}.

Ejemplo 3. Si f : T — R donde T es el conjunto de todos los tridngulos y f
asigna a cada uno de ellos la suma de sus dngulos (en grados), entonces Im f = {180},

f7H({90}) = ¢.
Las funciones se clasifican de la siguiente forma:

DEFINICION: Dada f : A — B diremos que

1) f es sobreyectiva (o suprayectiva o sobre) si Im f = B

2) f es inyectiva (o uno a uno) si f(x) = f(y) = z =y.
3) f es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

Notese que segin esta definicién, una funcién f : A — B es sobre si y sélo si se
alcanzan todos los valores de B, y es inyectiva si dos elementos distintos de A se aplican
siempre en dos elementos distintos de B; asi pues si queremos demostrar que cierta f no
es sobreyectiva debemos encontrar un elemento de B que no esté en la imagen de f, y si
queremos demostrar que no es inyectiva debemos encontrar dos elementos distintos de A
cuyas imagenes por f coincidan.

Ejemplo 1. f: R — R con f(x) = 2+ 2 no es sobreyectiva porque Im f = {z > 2},
tampoco es inyectiva porque f(1) = f(—1).

Ejemplo 2. f: Q — Q con f(z) = 2z es sobreyectiva ya que cada nimero racional
a/b estd en la imagen de f porque f(a/2b) = a/b, también es inyectiva porque f(x) = f(y)
= x = y; por tanto, es biyectiva.

Ejemplo 3. f:Z x ZT — Q con f((a,b)) = a/b (Z* indica los enteros positivos), es
sobreyectiva pero no es inyectiva porque, por ejemplo, f((—6, 9)) = f((—4, 6))
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A continuacién definimos la composicion de funciones, que no es otra cosa mas que

aplicarlas sucesivamente.

DEFINICION: Sean f : A— B, g : B — C, entonces se define la composicién de g y
f como la funcién go f : A — C tal que (go f)(z) = g(f(x))

Ejemplo 1. Sean f : Z — Zy g : Z — Q tales que f(n) = 2n—1y g(n) = 2/(n%2+1),
entonces go f : Z — Q con (go f)(n) =1/(2n% — 2n + 1).

Ejemplo 2. Sean f:R—{-1} — R—- {1}y f: R— {1} — R — {—1} definidas por
flz)=(x+2)/(x+1)yg(z)=(2—-2)/(x — 1), entonces go f : R— {-1} — R - {-1}
cumple (g o f)(z) = z.

DEFINICION: La funcién f : A — A que deja todos los elementos invariantes, esto es,
f(x) = z para todo x € A, se llama funcién identidad y se suele denotar con 14 6 Idy4.

DEFINICION: Dada f : A — B, se dice que g : B — A es la inversa de f (y se
escribe g = f~1) si se cumple

1)gof=1a 2) fog=1p.
Ejemplo . Las funciones del iltimo ejemplo son inversas la una de la otra.

Nétese que en la definicién anterior no basta comprobar 1 6 2) para que la otra
condicién se cumpla automaticamente. Por ejemplo, si f : A — Ry f: R — A donde
A= {z € R/z > 0} vienen dadas por g(z) = z? y f(z) = +/ (donde +,/ indica la raiz
cuadrada positiva), se cumple (g o f)(z) = (++/)? = z para todo = € A, sin embargo no
se cumple (f o g)(x) = z para todo z € R ya que los negativos no cumplen +vz2 = z.

Intuitivamente, la inversa de una funciéon de A en B es simplemente considerarla en
sentido contrario, de B en A. Esto requiere que cada elemento de B tenga exactamente
una preimagen, es decir, que la funcién sea biyectiva. De hecho se tiene

Proposicién 2.1: f: A — B es invertible (tiene inversa) si y sélo si f es biyectiva.
1

Ademds (f~%) " = f.

Ejemplo 1. Ya habiamos visto que f : Q — Q, f(z) = 2z es biyectiva. Para
calcular su inversa supongamos que z = f~1(y), entonces f(f_l(y)) = 2f71(y) y por
tanto f~1(y) = y/2.

Ejemplo 2. Si f: R—{1} — R — {2} con f(x) = 2z/(x — 1), se puede probar que f
es biyectiva (ejercicio) y su inversa se puede calcular poniendo como antes z = f~1(y) y
por tanto y = 2f 1 (y)/(f M y) - 1) = yf Ty —y =2y = (y-2)f Ny =y =
1) =y/(y - 2).

Observacion: Es facil darse cuenta de que el proceso llevado a cabo para calcular la
inversa de y = f(x) se reduce a despejar la y en z = f(y), obteniéndose y = f~1(z).
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1.3. RELACIONES

Definir una relacién en un conjunto quiere decir dar una forma de comparar unos
elementos con otros. En ciertas condiciones (relaciones de equivalencia) esto permitird
subdividir los elementos de un conjunto en diferentes grupos que comparten propiedades

similares.

DEFINICION: Una relacién en un conjunto A es un subconjunto, R, de A x A. Si
a,b € A cumplen (a,b) € R, se dice que a estd relacionado con b y se suele escribir aRb.

La definicion de relacién no es muy complicada, pero es demasiado general ya que
habitualmente tenemos algunas propiedades adicionales que enunciamos a continuacidn.

DEFINICION: Diremos que una relacion, R, definida en un conjunto, A, es
1) Reflexiva, si Va € A aRa

2) Simétrica, si Va,b € A aRb = bRa

3) Antisimétrica, si Va,b € A aRb, bRa = a=1b

4) Transitiva, si Va,b,c € A aRb, bRc = aRec.

Segin estas propiedades es conveniente destacar dos tipos de relaciones

DEFINICION: Una relacién de equivalencia es una relacién reflexiva, simétrica y tran-

sitiva.

DEFINICION: Una relacién de orden es una relacidn reflexiva, antisimétrica y tran-

sitiva. Si ademas para todo a,b se cumple aRb 6 bRa, entonces se dice que es una
relacion de orden total. En el resto de los casos se dice que es de orden parcial.

Ejemplo 1. Si definimos en N, nRm como n y m coinciden en su tltima cifra, entonces
R es reflexiva, simétrica y transitiva; por tanto es una relacién de equivalencia.

Ejemplo 2. Si definimos en el conjunto de subconjuntos de U (esto es, en P(U)) la
relacion ARB como A C B, entonces R es reflexiva, antisimétrica y transitiva; por tanto
es una relaciéon de orden. No es dificil ver sobre algin ejemplo que en general no es de
orden total.

Ejemplo 3. En Z la relacién nRm < 2n # 3m no es reflexiva (porque 0 R0) ni
simétrica (2R3, 3R2), ni antisimétrica (1R5, 5R1, 1 # 5), ni transitiva (3R1, 1R2, 3R2).

Ejemplo 4. En Z* la relaciéon nRm < n divide a m es reflexiva, antisimétrica y
transitiva. Es un orden parcial porque, por ejemplo, 2 no esta relacionado con 5 ni 5 con 2.

Ejemplo 5. En R la relacién Ry < x < y es de orden total, pero zR'y < = < y no
lo es porque no cumple la propiedad reflexiva.
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Propiedades de las relaciones de equivalencia: Si R es una relaciéon de equi-
valencia en A, entonces para cada a € A se define la clase de equivalencia de a como

el conjunto {z € A / ZRa}. Las clases de equivalencia correspondientes a elementos no
relacionados son disjuntas y no vacias, asi que definen una particion de A. Al conjunto de
clases de equivalencia se le llama conjunto cociente.

Ejemplo . En el conjunto A = {1,2,3,5,6,9} la relacién nRm < 3 divide a n —m, es
de equivalencia. Para abreviar designaremos con @ la clase de equivalencia de a. Se tiene
T={1}] 2=5={2,5) 3=6=0= 3,69}

El conjunto cociente es {1,2,3}, o més explicitamente

{{1},{2,5},{3,6,9}}.

Nétese que {1} U {2,5} U{3,6,9} = A y que las tres clases de equivalencias son disjuntas
y no vacias.

En las relaciones de orden hay algunos elementos distinguidos. En las tres definiciones
siguientes supondremos que R es una relaciéon de orden en A. Para entender la notacién
es aconsejable pensar que R es <.

DEFINICION: Se dice que x € A es un elemento maximal si TRy = = = ¥y, y que es
minimal si yRz = y = .
DEFINICION: Se dice que x € A es un méaximo si Vy € A se cumple yRx, y un minimo

siVy € A se cumple xRy.

DEFINICION: Si B C A, se dice que x € A es una cota superior de B si Vy € B yRz.
Si el conjunto de cotas superiores tiene un minimo, a éste se le llama cota superior minima

o supremo. De la misma forma x € A es una cota inferior de B si Vy € B xRy. Si existe
el maximo de todas las cotas inferiores, se le llama cota inferior maxima o infimo.

Quiza es dificil distinguir a primera vista estos tres conceptos. Para ello veamos los
siguientes ejemplos:

Ejemplo 1. Sea A = {{1},{2},{1,2},{3}, 8} con la relacién de orden entre los ele-
mentos de A dada por CRD < C C D.

El conjunto {1,2} es maximal porque C € A, {1,2} ¢ C = C = {1,2}, pero no
es maximo porque {3} ¢ {1,2}; de la misma forma {3} es maximal pero no méximo.
El conjunto vacio, @, es minimal y también es un minimo porque VC € A, ¢ C C.
El subconjunto de A, B = {{1},{3}} no tiene cota superior en A, y el subconjunto
B = {{1},{2}} tiene a {1,2} como cota superior, que también es su supremo.

Ejemplo 2. Sea el conjunto A = {z € ]R/O < z < 1} con la relacién de orden xRy <
x <y, entonces 1 es un elemento maximal y también un maximo, sin embargo no existen

8



ni elemento minimal ni minimo. El subconjunto B = {z € R/0 < z < 1/2} tiene a 1/2
como supremo y no tiene infimo.

1.4. ESTRUCTURAS ALGEBRAICAS ELEMENTALES

Contar es una de las habilidades mas basicas del ser humano y por ello el concepto de

ndmero es casi intrinseco a nosotros. *

Desde tiempos muy antiguos, el conjunto de los nimeros naturales se extendié por
necesidades practicas hasta crear los racionales y los enteros. Los enteros, ademéas de
sumarse y multiplicarse, se pueden restar (apuntar ganancias y deudas) y los racionales
también se pueden dividir (cambiar de escala de medida o cambiar monedas). El desarrollo
de las Matemaéticas llevé a considerar R y C por necesidades més tedricas (tomar limites
y resolver ecuaciones). En la actualidad hay objetos mas generales, como las matrices,
formados por conjuntos en los que se han definido relaciones que recuerdan a las opera-
ciones elementales. Muchos de estos objetos han sido muy ttiles para expresar o medir
ciertas propiedades fisicas, por ejemplo, los tensores en la teoria de la relatividad o los
operadores funcionales en la mecénica cuantica. El dlgebra intenta aislar la estructura que
subyace a estos conjuntos y sus operaciones tratando de no hacer distinciones entre objetos
isomorfos (con igual forma); asi por ejemplo, los nimeros naturales son intrinsecamente

los mismos si usamos simbolos griegos, latinos o arabes para representarlos.

En esta seccion definiremos algunas de las estructuras que aparecen con mas frecuencia
en Matemadticas. Aunque puedan parecer generalizaciones innecesarias, son bastante tutiles
para no tener que probar el mismo resultado en diferentes contextos.

DEFINICION: Sea A C U, una operacién en A es una funcién de A x A en U. Cuando

su imagen estd en A se dice que es una ley de composicion interna o que es cerrada.

DEFINICION: Un grupo, G, es un conjunto dotado con una operacién cerrada, *, tal
que se verifican las siguientes propiedades:

i) * es asociativa: g* (hx f) = (g h) * f.
ii) Existe el elemento neutro: Je € G/ VgeG exg=gxe=g.
iii) Existe el elemento inverso: Vg € G 3h € G/h*g =gxh=-e. (Seescribe h =g~!).

Nota: Si ademds * es una operacién conmutativa (g * h = h * g) se dice que el grupo
es abeliano o conmutativo. En ese caso se escribe a veces + en vez de x y 0 en vez de e.

*  Una frase famosa de L. Kronecker (1823-1891) afirma “Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht alles

anderes ist Menschenwerk” (“Dios hizo los nimeros, todo lo dem4s es obra del hombre”). Obviamente, Kronecker

fue un matemaético.



DEFINICION: Un anillo, A, es un conjunto dotado con dos operaciones cerradas, ® y
® (suma y multiplicacién), de modo que se verifican las siguientes propiedades:

i) A es un grupo abeliano con respecto a @.
ii) ® es una operacién asociativa en A.

iii) Se cumplen las leyes distributivas (por la izquierda) (a ®b) ® c= (a®c¢) ® (b® c)
y (por la derecha) c® (a®b) = (c®a)® (c®D).

Nota: Si ® es conmutativa, se dice que el anillo es conmutativo y si ® tiene un elemento
neutro se dice que el anillo es unitario.

DEFINICION: Un cuerpo, K es un anillo tal que K — {0} es un grupo abeliano con
respecto a la multiplicacion.

Para recobrarse de la abstraccién de las anteriores definiciones nétese que si olvi-
damos por un momento el rigor, un grupo abeliano es un conjunto en el que podemos
sumar y restar (sumar el inverso), mientras que en un anillo conmutativo ademas podemos
multiplicar; y en un cuerpo, también dividir (salvo por cero).

Cuando no esta claro qué operaciones estamos considerando en un conjunto, se suelen
indicar explicitamente al lado del conjunto escribiendo todo entre paréntesis. Asi por
ejemplo, (Z, +) significa los enteros con la suma.

Ejemplo 1. (Z,+) es un grupo abeliano.
Ejemplo 2. (Z, %) y (N,+) no son grupos abelianos, porque, por ejemplo, 3 no tiene

inverso en ninguno de los dos conjuntos.
Ejemplo 3. (Z,+, x) es un anillo pero no es un cuerpo.
Ejemplo 4. (Q, +, x), (R, +, X) y (C,+, X) son cuerpos.
Ejemplo 5. (Mpxn(R),+,-) es un anillo no conmutativo. (Recuérdese que M, x(R)

denota las matrices con elementos en R y dimensiones n x n).

Ejemplo 6. El conjunto, M de matrices reales 2 x 2 con determinante 2, no son un
grupo con el producto porque esta operacién no es cerrada.

2 0 3 1 2 0 3 1 6 2
(1 1>€M’ (4 2>EM pero (1 1)'(4 2)‘(7 3)¢M'
Ejemplo 7. Las funciones f(z) = z y g(z) = 1/x con la composicién, es decir,

({f,g},0), es un grupo abeliano.
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Hoja 1
1) Si AU B = A, ;qué relacién hay entre Ay B?
2) Demostrar que los conjuntos A— B, B— Ay AN B definen una particién de AU B.
3) Decir si es verdadero o falso
i)A—B=ANDpB ii) (A—-B)U(B—A)=AUB
iii) AAB = BAA iv) |[A x B x C| = |A||B||C]|.
4) Si A={0,7} y B={1, 7}, hallar (A x B)N (B x A).
5) Demostrar que AN (AU B) = A.
6) Si Ay C son disjuntos, ja qué es igual AN (BUC)?
7) Si AAB = @, ;qué relacién hay entre A y B?
8) Demostrar que A C B siy sélo P(A) C P(B).
9) Demostrar que (ANB) x (CND)=(AxC)N(AxD)n(B xC)N(B x D).
10) Demostrar que A x (BUC) = (A x B)U (A x C).
11) ;Qué conjunto es A x @7

En los tres ejercicios siguientes suponemos que todos los conjuntos son finitos. El
asterisco indica un nivel de dificultad mayor.

*12) Sabiendo |A|, calcular [P(A)|. Pista para informdticos: Si A = {x1,%a,...Zn},
cada subconjunto de A se puede escribir como una palabra de n-bits.

Opcional: Escribe un programa en tu lenguaje de programacién favorito que dé una
lista de todas las particiones de {1,2,...,n}.

13) Demostrar que [AUBUC| = |A|+|B|+|C|—|ANB|—|BNC|—|CNA|+|ANBNC]|.

*14) Intentar generalizar el problema anterior obteniendo una férmula para |A; UA;U
...UAp|. (Cudntos términos tiene?

Opcional: Escribe un programa en tu lenguaje de programacién favorito que escriba
dicha férmula en pantalla.

El propoésito de este tltimo ejercicio es mostrar que una definicién intuitiva de conjunto
puede llevar a contradiccién.

15) (Paradoja de Russell) Sea C el conjunto de todos los conjuntos que no son ele-
mentos de si mismos, C = {A / A ¢ A}. Por ejemplo, el conjunto de todos los conjuntos
no estd en C, o el conjunto de todas las cosas que se pueden describir con palabras; sin
embargo el conjunto de nimeros naturales estd en C. Demostrar que C ¢ C < C € C, lo
cual es una contradiccion.

Nota para el lector interesado: La moderna axiomatica de conjuntos no permite cons-
truir conjuntos tan “grandes” como C, para ello distingue los conjuntos de otro concepto
llamado clases. La paradoja anterior se explica porque C' no es un conjunto sino una clase
y por tanto C ¢ C no implica C' € C. De hecho la diferencia entre conjuntos y clases es
que estas ultimas pueden no ser elementos de ninguna otra clase.
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Hoja 2

En los siguientes ejercicios el superindice + en los conjuntos Z, Q y R indica que
solo se consideran los elementos estrictamente positivos.

1) Calcular la imagen de las siguientes funciones: i) f: Q — Q, f(z) = 3z + 1;
i) f:R—R, f(x)=22+3;iii) f: ZT — ZT, f(n)=2n+4;4v) f:R—- {3} —
R, f(z)=(z+3)/(z— 3).

2) Sea T el conjunto de todos los tridngulos y sea f : T — R la funcién que asigna
a cada una de ellos el valor (en grados) del menor de sus dngulos. Hallar f~1({60}) y
f({tridngulos rectangulos}).

3) Comprobar que f: R — {1} — R — {1} dada por f(z) = z/(x — 1) es biyectiva
y que coincide con su inversa.

4) Decidir de qué tipo son las funciones f, g : Z — Z definidas por

n+1 sin es par n+2 sin espar
f(n)={ g(n)={(

2n  sin es impar n+1)/2 sin esimpar.

5) Sean f, g, h : R — R definidas por f(z) = 22 — 1, g(z) = 22 —x + 4, h(z) =
1/vz? + 2. Estudiar si f, g y h son inyectivas o sobreyectivas y calcular fog, go fy
h o h.

6) Sea f : A — B, demostrar que Imf = {z € B/f_l({m})7é¢} y que f es
inyectiva si y sélo si |f~1({z})| < 1 para todo = € B.

7) Se dice que f4 : U —> {0,1} es la funcién caracteristica de A si toma el valor 1
en Ay 0en A'. Demostrar que fa - fp = fanp y max(fa, fB) = faub-

8)Sif:U— Uy A, B C U, decir si son verdaderas o falsas las siguientes férmulas

) FA)NF(B) = F(ANB) i) fY(A) N f~(B) = f~1(AN B)
i) f(A)=(f() ) fTHAY = ()
9) Si Ay B son conjuntos finitos y f : A — B, ;jqué relacién hay entre |A| y
|B| cuando f es inyectiva, sobreyectiva o biyectiva, respectivamente? Nota: G. Cantor

demostré que hay una funcién biyectiva entre N y Q pero que no existe ninguna entre Q
y R. En ese sentido R es “més infinito” que N o que Q.

10) Sea f: N — Z* tal que f(n) = niimero de cifras de 10™. Describir f~!.

11) Si f: A— By g: B — C son biyectivas, demostrar que g o f también lo es
y que (go f)™t=f"tog™h.

12) Demostrar que si go f es inyectiva entonces f es inyectiva, y si go f es sobreyec-
tiva, g es sobreyectiva.

Recuérdese que V™ = nl/(n — m)! es el nimero de formas de escoger m objetos
entre n dados importando el orden y sin repeticion.

13) Si A y B son conjuntos finitos calcular cudntas funciones inyectivas y cuantas
biyectivas hay de A en B.

Opcional: Escribe un programa en tu lenguaje de programacién favorito que calcule
todas la funciones inyectivas de {1,2,...,i} en {1,2,...,5} donde i < j.
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Hoja 3
1) Sea A = {0,1,2,3,4,5,6,7} y la relacién aRb < 3 divide a b?> — a®. Comprobar
que es una relacién de equivalencia y hallar las clases.

2) Dada la relacién de orden nRm < n divide a m, hallar los elementos maximales,
minimales, maximos y minimos (si existen) en el conjunto A = {2,3,5,6,10,15,30}. ;Es
R una relaciéon de orden total en A?

3) Demostrar que en Z x (Z — {0}) la relacién (a,b)R(c,d) < ad — bec = 0 es de
equivalencia.

4) En C = {f/f :[0,1] — R con f continua} definimos la relacién fRg < max f <
max g. Estudiar si es de orden.

5) En R? = R x R se define la relacién (a,b)R(c,d) < se cumple a < ¢ 6 se cumple
a=cyb<d. Estudiar de qué tipo de es.

6) Generalizar el ejercicio anterior para obtener una relacién de orden en R3.

Nota: A la generalizacion de esta relacion a R™ se le llama orden lexicografico. Este
nombre viene porque si asignamos en orden creciente a cada letra un nimero (por ejemplo

su cédigo ASCII), ordenar palabras de n letras con esta relacién (desde el minimo al
méaximo) es lo mismo que escribirlas por orden alfabético.

Opcional: Escribir un progama en tu lenguaje de programaciéon favorito que ordene

con A={1,2,3,...,m}.

7) Demostrar que la relacién en Z* definida por nRm < mn es un cuadrado perfecto,
es una relacién de equivalencia. Hallar las clases de 1, 2 y p con p primo.

8) Estudiar si A = {2 con n € Z"} tiene supremo e infimo como subconjunto de R.

9) Comprobar que en C = {0,1,2,3,4,5,6}, la relacién nRm < 7 divide a n?m —

m?n — n + m, es de equivalencia.

*10) Si cambiamos 7 por cualquier primo, p, ;es la relacién del ejercicio anterior de
equivalencia en C' = {0,1,2,...,p— 1}?

11) ;Cuéntas relaciones distintas de orden total se pueden definir en un conjunto de
n elementos?

12) En P(R) se define la relaciéon ARB < existe una funcién biyectiva de A en B.
Demostrar que es una relacion de equivalencia y que N y Z pertenecen a la misma, clase.

*#%13) En las clases de equivalencia del ejercicio anterior se define la relacion C,RCp
& existe una funcién inyectiva de un elemento de C,, en otro de Cg. Demostrar que esta
relacién es de orden. Indicacion: Lo més complicado es probar la propiedad antisimétrica.
La idea es encontrar particiones A = A; U Ay y B = By U By para cada par de funciones
inyectivas f : A — B, g: B — A, de manera que f: Ay — By y g: B — Aj sean
biyectivas. Para ello A; debe satisfacer A; = g(B — f(A — A1)).
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Hoja 4

. - aii ai2 N
1) Las matrices de Max2(R) se suelen escribir en la forma A = ( . Decir si
a21 @22

es verdadero o falso que los siguientes subconjuntos de Mayxo(R) tienen la estructura que
se afirma:

i) ({4 /a2 =0}, +,") es un cuerpo.

ii) ({A/a12 =0},+,-) es un anillo no conmutativo.

iii) ({A/a11a22 — a1pa91 = 1}, ) es un grupo.

iv) ({A/a11 = agy, @12 = ag = 0}, +, ) es un cuerpo.

v) ({A/aij € Z, ai1a22 — a12a21 = 1y agy es par}, ) es un grupo.

vi) ({4 /a12 = as},+,-) es un anillo.

2) Comprobar que el conjunto {n + mv/2 /n,m € Z} es un anillo con la suma y

producto habituales.

4y

1Ty define una operacion cerrada en C' = {—1 < z < 1}.

3) Comprobar que z *y =
(Es (C, %) un grupo abeliano?
4) Estudiar si en Z la operacién n * m = n + m + 2mn es conmutativa y asociativa.

5) Comprobar que el conjunto de funciones C = {f : R — R} no es un grupo
abeliano con la composicién. ;Lo es si exigimos que las funciones sean biyectivas?

6) Comprobar que la operacién n * m = nm(n + 1)(m + 1)/4 es cerrada en Z. ;Es
conmutativa y asociativa?

7) En el conjunto P = {, &, #, O} se definen las operaciones @ y ® con las siguientes
tablas:

& O b &0 @ O s M0
% O & & 0 O B VR R VR
| & O 0O @ & | O & & 0O
L] @ OO S L O & 0 &
Q O &6 & O © ¢V b A

Con estas operaciones, P es un cuerpo.
i) Comprobar la propiedad asociativa para & & & & Q.
ii) ;Cuél es el inverso multiplicativo de #?
iii) Resolver la ecuacion z®dz ® (O x) = &.

Nota: El grupo abeliano (P, ®) se llama grupo de Klein o Viergruppe. En el libro de
Miguel de Guzméan “Cuentos con cuentas”, se dan un par de aplicaciones de este grupo a
la resolucién de algunos rompecabezas.

8) Demostrar que la diferencia simétrica de conjuntos es una operacién conmutativa
y asociativa.
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Miscelanea.

La teorfa de conjuntos fue iniciada por G. Cantor (1845-1918) a finales del siglo pasado. A pesar de
las duras criticas iniciales a sus métodos (Cantor tuvo que ser hospitalizado varias veces por las fuertes
depresiones que éstas le ocasionaron), sus ideas convenientemente formalizadas han alcanzado un lugar
muy importante en las Mateméticas, de hecho D. Hilbert (1862-1943) acund la frase “del paraiso que ha
creado Cantor nadie nos sacard”.

Una de las contribuciones mas importantes de Cantor fue la de crear una teoria de cardinales infinitos.
La idea es que, por ejemplo, hay tantos nimeros naturales como nidmeros pares positivos (a pesar de la

inclusion {m’lmeros pares} C N) en el sentido de que existe una funcién biyectiva
f1 :N — {nimeros pares}

n— 2n+ 2

De la misma forma, los naturales y los impares positivos, o los pares y los impares tienen el mismo cardinal
en el sentido de que se tienen las funciones biyectivas

fg :N — {mirneros impares} f3 : {nﬁmeros impares} — {nﬁmeros pares}
n— 2n+1 n— n-+1

A todos los COl’ljul’ltOS que se pueden poner en biyecci(’)n con N, Cantor les asigné el cardinal infinito NO
g
(Se lee “alef sub CGI‘O”). Considerando, por ejemplo, la, funcién

fa:R—(0,1)
1 1
r —r — + —arctgx
2
se prueba que R y el intervalo (0, 1) tienen el mismo cardinal. Cantor asigné el cardinal infinito € a estos
conjuntos. La pregunta natural es si ¢ es igual a Ng, es decir
;Existe una funcién biyectiva de N en R?

La respuesta es negativa. Si existiera una funcién tal, componiendo con f4 tendriamos f : N — (0, 1)
biyectiva, y la imposibilidad de esta funcién se prueba por el “proceso diagonal de Cantor”. Para ilustrarlo,

supongamos que escribimos los valores que toma la funcién f en una tabla
00— f(O) = 0’@11&12@13&14 .
1— f(l) = 0’&21&22@23&24 .
2 — f(2) = 0'a31a32a33a34 .
33— f(3) = 0,(1410,420,43(144 .

Consideremos el nimero diagonal @@ = 0'a11a22a33a44 ... y construyamos a partir de él un nuevo
nimero 3 = 0'b1babsby . .. tal que su cifra b; es 1si aj; Z 1y es 2 si aj; = 1. El ntimero 3 estd
en (0, 1) pero no pertenece a la imagen de la funcién f, ya que no es f(O) porque las primeras cifras

decimales no coinciden, no es f(l) porque las segundas cifras decimales no coinciden, etc.

Variaciones de este proceso prueban que el cardinal de un conjunto A es siempre distinto (y menor
en el sentido que se indica méas abajo) al de 'P(A), de hecho si Card A = N entonces Card P(A) =c.

También se puede demostrar que existe un cardinal infinito inmediatamente posterior a Ng, llamado N1,
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pero no es en absoluto claro si ¢ = Nj (hipétesis del continuo), es decir, si hay un conjunto, C, de

cardinal mayor que N y menor que R en el sentido de que existan funciones inyectivas f ‘:N—Cy

f:C—R

Los resultados conjuntistas de Cantor antes de que la teoria estuviera bien fundamentada, daban
lugar a contradicciones que motivaron grandes controversias. Por ejemplo, B. Russell (1872-1970) not6

que Card A < Card P(A) es contradictorio si tomamos como A el conjunto de todos los conjuntos, ya

que éste debiera contener a todos los elementos de P(A) y por tanto cumplir la desigualdad contraria.
Situaciones como ésta fueron el detonante de un desarrollo axiomético y riguroso de la teoria de conjuntos
que culminé con el sistema de axiomas ZF por E. Zermelo (1871-1953) y A. Fraenkel (1891-1965). La
mayoria de los matematicos admiten un axioma adicional llamado de eleccion y se habla del sistema ZFC.

El desarrollo de la teoria de conjuntos fue paralelo al de la légica matemética y a la preocupacién
por los fundamentos de las Matemaéticas. En el terreno de la Filosofia este ambiente se reflejé en el
Neopositivismo y otras tendencias afines que propugnaban en diferentes versiones que los hechos tienen
una estructura légica y lingtiistica (La proposicién es una pintura de la realidad segin el “primer” Wittgen-
stein), con lo cual la Filosofia se reduce al descubrimiento de la forma légica de las proposiciones. Russell
y A.N. Whitehead (1861-1947) intentaron dar el primer paso escribiendo una obra enciclopédica en la que
trataban de hacer de las Matemaéticas una rama de la Légica. El resultado no fue satisfactorio porque eran
necesarios algunos conceptos que escapaban del 4mbito de esta iltima. Por otro lado la escuela formalista
de Hilbert se preguntaba acerca de la consistencia y completitud de las Matematicas, es decir, si es posi-
“verdades”
son demostrables en el sentido de que siempre un teorema o su negacién es deducible a partir de los
axiomas. En 1931 K. Godel (1906-1978) acabd con todas estas cuestiones demostrando que es imposible

ble probar que no hay nada contradictorio en los axiomas y si se puede probar que todas las

(en algin sentido) probar la consistencia de los sistemas formales de la Matematica cldsica y que ademas,
si fueran consistentes siempre habra sentencias indecidibles (no demostrables) por muchos axiomas que
anadamos. En esta linea merece mencionar el resultado del propio Gédel y P.J. Cohen (1934- ) afirmando

que la hipétesis del continuo, ¢ = Nq, es indemostrable con los axiomas ZF. Quizd para algunos todo

3

este panorama, sea desalentador y en la mas dura linea posmoderna de “no hay futuro”, pero a otros no
les da miedo pensar que las Matematicas no son ciencias exactas y esta situacion de indeterminacién e
incertudumbre las hace més infinitas y més cercanas todavia a la poesia (La esencia de las Matemdticas
estd en su libertad, segiin Cantor). En cualquier caso, la duda acerca de la consistencia de las Matema&ticas

no ha sido razén para que los matematicos dejen de trabajar en ellas.

Desque estdn dubdando los omnes qué han de fazer,
poco trabajo puede sus coragones venger;
torre alta desque tienbla non ay sinon caer:

la muger que estd dubdando, ligera es de aver.
LBA, 642

Con respecto a las estructuras algebraicas elementales que tratamos en la ultima seccién, queremos
insistir en que todas ellas aparecieron histéricamente por un proceso de abstraccién sobre la estructura
que subyace a algunos problemas concretos. Aunque las definiciones de grupo, anillo, etc. surgieron de
los ejemplos particulares, en estas notas (y en la mayor parte de los libros de Matemaéticas) se sigue la
politica contraria definiendo primero estos concepto abstractos y estudiando més tarde algunos ejemp-
los particulares. Seguramente el matematico profesional y especialmente el algebrista saben tolerar este
proceso y soportan sin pestanear definiciones muy enrevesadas, pero muchos de los estudiantes de una
asignatura de Matematicas quedan apabullados por esta tendencia a la abstraccién generalizadora y al
Definicién-Teorema-Corolario previo a los ejemplos. Desde el punto de vista pedagdgico esta situacién se
refleja en dos posturas més o menos opuestas: La primera (que tuvo su auge hace afios en Francia) propone
un aprendizaje légico de las Matematicas, comenzando por los conceptos mas elementales como conjunto,
numero, etc. y siguiendo un proceso deductivo hasta llegar a los ejemplos y resultados que involucran todos
esos conceptos. La segunda (segin parece, mas de moda en el bachillerato actual) intenta desarrollar cierta
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intuicién sobre los ejemplos e inducir de ellos los principios basicos que estan involucrados. Seguramente
las dos tendencias llevadas al extremo son igualmente disparatadas aunque cuenten con fans de prestigio.

Dotores mas de c¢iento, en libros e en qiestiones,
con fuertes argumentos, con sotiles razones,

tienen sobre estos casos diversas opiniones:

pues, por non dezir tanto, non me rebtedes, varones.
LBA, 1158
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2. Los Anillos Z y 7,

2.1. MAXIMO COMUN DIVISOR, MINIMO COMUN MULTIPLO, ALGORITMO DE EUCLIDES

Ya sabemos que Z es un anillo, pero entre los anillos tiene una propiedad muy especial
y es que todo nimero entero se puede factorizar de manera tnica en términos de ciertos
numeros enteros “especiales” llamados primos. Realmente, esto es consecuencia de una
propiedad muy sencilla (recogida en la siguiente proposicién) pero que muchas veces no
comparten otros anillos.

Proposicion 1.1: Dados a,b € Z, b # 0, existen dos iinicos niimeros enteros q y r
(llamados cociente y resto) que cumplen

a=bg+r con 0 <7 <|bl

DEM.: Sea r el menor valor no negativo que toma a — bg cuando g € Z, entonces
r < |b| ya que si r > |b|, aumentando o disminuyendo (si b es negativo) ¢ en una unidad
obtendriamos un valor de r menor. el cociente y el resto son dnicos porque a = bq; + 71,
a = bqy + 7o implica b(ga — q1) = 71 — 72 lo que contradice que 0 < 71,79 < |b| excepto en
el caso trivial g — g1 =711 — 12 =0. R

Si en la proposicién anterior r es cero, entonces b divide a a y se escribe bla. En caso
contrario se escribe b fa. Muchas veces al cdculo del cociente y el resto se le llama “divisién
entera de a y b”.

Noétese que el resto siempre se toma mayor o igual que cero, aunque a o b sean nega-

tivos.

Ejemplo .
a=12, b=7 =12=7-145 a=12, b=-7 =12=-7-(-1)+5.

La consecuencia mas importante del resultado anterior es que se puede definir el
maximo comun divisor y que hay un método para hallarlo llamado “algoritmo de Euclides”.
Por ello, cuando en un anillo se cumple una propiedad andloga a la Proposicién 1.1 se dice
que es un dominio euclideo. Veremos otro ejemplo de dominio euclideo en el siguiente
capitulo pero ahora nos restringiremos a Z.

DEFINICION: Se dice que d es un méximo comin divisor de dos enteros a y b no si-

multaneamente nulos si

1) dla, d|b (es divisor comtin)  2) d'|a, d'|b = d'|d (es “méximo”)

DEFINICION: Se dice que m es un minimo comiin multiplo de dos enteros a y b no

nulos si

1) a|m, blm  (es multiplo comin) 2) alm/, blm' = m/m’ (es “minimo”)
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La notacién habitual es escribir d = mcd (a,b) y m = mem (a, b). Obsérvese que d y
m no son unicos, concretamente, si d es un maximo comin divisor, entonces —d también lo
es y lo mismo ocurre con el minimo comin miltiplo. Por ello, cuando escribimos mcd (a, b)
o mcm (a, b) dentro de alguna igualdad, queremos indicar, con el abuso de notacién obvio,
que dicha igualdad se satisface para alguna eleccién del méximo comun divisor o del minimo
comun multiplo, respectivamente. Normalmente se suelen escoger positivos para eliminar

toda ambigiiedad.

Si tenemos n > 2 nidmeros enteros, a1, as, ..., a,, se puede definir el maximo comin

divisor y el minimo comun miiltiplo de ellos usando las siguientes férmulas recursivas

med (a1, ag, ..., a,) =med (mcd (a1,a9,...,4n-1), an)
mem (ay, @z, . . ., G,) =mcm (mcm (a1,a9,...,4,-1), an).
No es dificil comprobar que el orden de a1, as,...,a, no es relevante a la hora de calcular

el maximo comun divisor y el minimo comun miiltiplo.

Ejemplo 1. 2 y —2 son maximos comunes divisores de 6 y 10. 30 y —30 son minimos
comunes multiplos de 6 y 10.

Ejemplo 2. mcd (168,77,50)=mcd (mcd (168,77),50)=mcd (7,50)=1 (y también —1 es

un méximo comun divisor).

El algoritmo de Euclides es simplemente un método iterativo para calcular el maximo

comun divisor basado en la aplicacién repetida del siguiente lema
Lema 1.2: Sea a = bg+r la division entera de a y b, entonces mcd (a, b) = mcd (b, 7).

DEM.: La ecuacién a = bg+r implica que si d divide a b y a r entonces también divide
a a. De la misma forma, de r = a — bq se deduce que si d divide a a y a b también divide
a r. Asi pues, los divisores comunes de a,b y de b,r coinciden y, por tanto, sus maximos
comunes divisores son iguales. l

Ejemplo . Calcular mcd (85, 65) usando el algoritmo de Euclides

85 =65-1+20 = med(85,65)=med (65,20)
65=20-3+5 = med(65,20) = med (20,5)
20=5-44+0 = mecd(20,5)=med(5,0) =5

Observacién: El algoritmo de Euclides no sélo permite reducir el cilculo de med (a, b)
al de med (n,0) (que es trivialmente n), sino que también prueba que mecd (a,b) siempre
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existe para a y b no simultdneamente nulos, ya que mcd (n,0) existe. Ndétese que la
existencia del maximo comun divisor no es inmediata a partir de la definicién que hemos
dado aqui.

El algoritmo de Euclides puede usarse indirectamente para calcular también el mcm
gracias a la siguiente relacién

Lema 1.3: Para a,b# 0

ab

mcm (a, b) = m

Ejemplo . Calcular mcm (168, 77) con el algoritmo de Euclides.

168 =77-2 + 14
T7=14-5+7 3 = mecd(168,77) =7 = mem (168,77) =
14=7-2+0

168 - 77

=168 - 11 = 1848.

La siguiente proposicién nos dice cémo hallar las soluciones enteras de una ecuacién

lineal con dos incégnitas

Proposicién 1.4: Sid = mcd (a,b), entonces existen enteros n y m tales que
d = an+ bm (Identidad de Bezout).

De hecho todas las soluciones =,y € Z de la ecuacion d = ax + by vienen dadas por

x =n—bt/d
(1.1) cont € Z.
y =m +at/d
Obsérvese que hubiera bastado enunciar la proposiciéon en el caso d = 1, porque

dividiendo por d la ecuacién d = ax + by se obtiene 1 = a’x + b’y que tiene las mismas

soluciones.

Muchas veces es sorprendentemente dificil hallar “por tanteos” n y m tales que d =
an + bm. Nuevamente, el algoritmo de Euclides resuelve este problema. El método esta
indicado en la siguiente observacién cuyo significado recomendamos entender a través de

los ejemplos subsiguientes.

Observaciéon: Los nimeros n y m de la proposiciéon anterior se pueden calcular es-
cribiendo el algoritmo de Euclides para a y b, despejando d de la peniltima identidad,
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sustituyendo el divisor usando la identidad anterior hasta escribir d en términos del divi-
dendo y divisor de dicha identidad y repitiendo este ultimo proceso hasta agotar todas las
identidades que constituyen el algoritmo de Euclides.

Ejemplo 1. Hallar n y m tales que 7 = 168n + 77m. Como ya hemos visto en un
ejemplo anterior, med (168,77) = 7 y el algoritmo de Euclides viene dado por

168 =77-2+ 14 7T=14-5+7 14=7-240.

De la pentltima identidad se obtiene 7 = 77 — 14 - 5 Ahora sustituyendo el divisor, 14,
utilizando la primera identidad y dejando todo en funciéon de 168 y 77, se obtiene

7=77—(168—177-2)-5
—77—168-5+ 7710
—168(—5) + 77 - 11.

Por tanto se puede tomar n = —5 y m = 11. De hecho, segin (1.1), todas las soluciones
enteras de 7 = 168z + 77y vienen dadas por

r=—5—11t
cont € Z.
y =114 24t

Ejemplo 2. Hallar n y m tales que 1 = 29n + 8m

29=8-3+4+5
S 5. 143 (42 ecuacién) 1 =3 —-2-1
f_ 3149 (32 ecuacién) 1 =3—-(5-3-1)-1=5-(-1)+3-2
— . + =
5. 141 (22 ecuacién) 1 =5-(-1)+(8—-5-1)-2=8-2+5-(-3)
1940 (12 ecuacién) 1 =8-2—(29-8-3)-3=29-(—3) + 8- 11.
=1-2+
Asi pues podemos tomar n = —3 y m = 11. Todas las soluciones enteras de 1 = 29x + 8y
son
r=—3-8t
cont € Z.
y =11+ 29¢
Por ejemplo, tomando ¢ = —1 se tiene que z = 5, y = —18 es una solucién.

Hay ecuaciones de la forma ax 4+ by = ¢ que tienen soluciones en enteros aunque
¢ # mcd (a, b). Por ejemplo, x = 2, y = 3 resuelven 5+ Ty = 31. En realidad todo se basa

26



en una observacion muy sencilla: Si resolvemos 5n + 7m = 1 con el algoritmo de FKuclides
se obtiene n = 3, m = —2 y por tanto n’ = 31-3 = 93, m/ = 31 - (—2) = —62 cumplen
5n’ + Tm’ = 31 y de hecho todas las soluciones de 5z + 7Ty = 31 son

xr =93 — Tt
cont € Z.
y=—062+5t

Tomando ¢ = 13 se obtiene la soluciéon z = 2, y = 3 que anuncidbamos al principio.

Nétese, de nuevo, que el calculo de las soluciones de ecuaciones tales como 10z + 14y =
62 o 152+ 21y = 63 no requieren ningun trabajo adicional, ya que pueden ser simplificadas
obteniéndose la ecuacién de partida.

Todas estas observaciones acerca de las soluciones de ax + by = ¢ se resumen en la
siguiente proposicion

Proposicion 1.5: Sea la ecuacion
(1.2) ax+by=c con d=mcd (a,b)|c

y sea Ax + By = C la misma ecuaciéon una vez simplificada por d. Si n,m es una solucién
de An + Bm = 1 entonces todas las soluciones enteras de Axz + By = C, y por tanto de
(1.2), vienen dadas por

z =Cn — Bt
cont € 7.

y=Cm + At

Observacién: Nétese que med (A4, B) = 1y, por tanto, siempre es posible hallar n y m
tales que An + Bm = 1. Nétese también que la ecuacién (1.2) no tendria solucién si d fc
(ejercicio).

DEM.: Basta demostrar que si z, ¥ es una solucion, entonces a =z —Cn, f =y—Cm
cumplen o = —Bt, f = At para algin t € Z.

De Aa + BB = 0 (Cn,Cm y z,y son soluciones) se deduce A|Bf y, como ademés
Apn + BBm = (3, se tiene A|S. De la misma forma se prueba B|a. Asi pues = Aty
a = Bt' para ciertos t,t' € Z, y Ao+ BB = 0 implica t’' = —t. B

Ejemplo . Hallar todas las soluciones enteras de la ecuaciéon 15x + 6y = 153.
Primero simplificamos por 3 = mcd (15, 6), obteniéndose

ox + 2y = 51.
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Esta es la ecuacién Az + By = C'. Por el algoritmo de Fuclides

5=2-2+1
= 1=5-1-2-2.
2=1-2+0
Entonces n = 1, m = —2 cumplen 5n + 2m = 1 y todas las soluciones de la ecuacién son
r=>51-1—-2¢
cont e Z.
y=51-(-2)+ 5t

Si sélo quisiéramos hallar las soluciones naturales, en lugar de las enteras, entonces ten-
driamos que imponer 51 — 2t > 0, —102 + 5¢ > 0 de donde se deduce 20’4 < t < 25'5.
Como t toma valores enteros, sélo hay cinco posibilidades:

t=21 22=9, y=3 1=22 2 2=T7,y=28 t=23 2> x=5, y=13
t=24 > x=3,y=18 t=25 - =1, y=23.

Para generalizar los conceptos introducidos en esta seccién a otros anillos, es conve-
niente introducir el lenguaje de los llamados ideales. Su definicién sélo es necesaria en
un marco bastante abstracto. Aqui la utilizaremos para dar definiciones alternativas de

maximo comun divisor y minimo comin multiplo.
DEFINICION: Un ideal, I en Z es un subconjunto de Z tal que

Nabel=a+bel 2)a€el, ceZ=acel.

Proposicion 1.6 : En Z cada ideal esta formado por los multiplos de cierto niimero
entero, n.

Normalmente se escribe I = (n) y se dice que n es un generador de 1.
Ejemplo . Los niimeros pares son un ideal igual a (2). También se tiene
(1) = (-1) = Z, (0) = {0} (—3) = multiplos de tres.
DEFINICION: (alternativa de mem) Un minimo comin miltiplo de a1, as, ..., ay, €s
un generador de (a1) N (az) N...N(ay).

DEFINICION: (alternativa de med ) Un médximo comin divisor de a1, ag, ..., a, €s un
generador del menor ideal que contiene a {a1,as,...a,}.

Observacién: Se puede probar que el ideal al que se refiere la ltima definicién es

{a1k1 + agko + ...+ ankn / k; € Z}
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Observacién: Notese que estas definiciones alternativas y la tltima proposicion de-
muestran que el med y el mem siempre existen. Sin embargo esta demostracién es en
cierta forma enganosa, ya que para probar la proposicién es necesario, de una forma u

otra, conocer la existencia del maximo comin divisor.

2.2. NUMEROS PRIMOS Y PRIMOS ENTRE Sf, TEOREMA DE FACTORIZACION

Es bien conocida la definicién tradicional de que un ntiimero primo es aquel que sélo es
divisible por él mismo y por la unidad. Sin embargo, este concepto de primalidad debe ser
ligeramente revisado en Z que también incluye posibles divisores negativos; ademés hay
razones tedricas que sugieren excluir 1 y —1 del conjunto de los primos.

DEFINICION: Se dice que p € Z es primo si p # +1 y sélo es divisible por +1 y +p.

También reciben un nombre especial los pares de nimeros que sélo tienen divisores
comunes triviales, concretamente

DEFINICION: Se dice que dos enteros a, b son primos entre si cuando med (a,b) = 1.

Obsérvese que si p es primo, para cualquier n, o bien p|n o bien p y n son primos entre

El estudio de los niimeros primos es un tema muy dificil en el que todavia quedan
muchas cuestiones bésicas sin resolver (més adelante daremos algunos ejemplos). De hecho,
los tnicos resultados que demostraremos en esta seccién ya estaban enunciados y probados
en la obra de Euclides “Elementos” hace unos 2.300 anos.

Proposicién 2.1: El conjunto de primos es infinito.

DEeM.: Dados p1, p2,..., pm pPrimos, veamos que existe un nimero primo distinto de
ellos.

Sea n = p1ps...pm + 1. Este nimero no es divisible por p; porque

piln = pil(n —pip2...pm) = 1.
Todo nimero (distinto de £1) tiene un divisor primo (ejercicio) y como n no es divisible
por ningun p;, existe un primo distinto de ellos. i

A modo de curiosidad diremos que el primo mas grande conocido hasta la fecha
(Octubre de 1996) es 21257787 _ 1,

El hecho de que los enteros se puedan descomponer en factores primos de forma es-
encialmente tnica es tan basico que se llama “Teorema fundamental de la aritmética”
al siguiente teorema de factorizacién. Curiosamente, desde el punto de vista computa-
cional, con los algoritmos disponibles actualmente es mucho mas dificil descomponer en
factores un niimero grande, que decidir si es primo o no. En ello se basan algunos sistemas
criptogréficos.
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Teorema 2.2 (fundamental de la aritmética): Todo niimero entero distinto
de 0, 1 y —1, se puede descomponer como producto de factores primos, ademds esta
descomposicion es unica salvo el orden de los factores y cambios de signo.

El principal ingrediente para demostrar el teorema anterior es el siguiente resultado
Teorema 2.3 (de Euclides): Sia y b son primos entre si, albc = alc.

DEM.: Si a, b son primos entre si, existen n,m tales que an + bm = 1 y por tanto
acn + bem = ¢, y como a divide al primer miembro de esta igualdad, también divide al
segundo. W

Quizd la demostracién anterior parezca demasiado complicada (aunque sea corta)
para lo sencillo del resultado, pero debe observarse que no podemos usar nada acerca de la
factorizacién en niimeros primos ya que el teorema fundamental de la aritmética se deduce
después de probar el de Euclides.

DEM.(del teorema fundamental de la aritmética): Obsérvese en primer lugar que todo

entero n # 0, £1 se descompone en primos, ya que si n s6lo tuviera divisores triviales (41
y £n) seria primo, y en otro caso se tendria un divisor no trivial, d, con lo cual se podria
escribir como n = d - (n/d). Repitiendo el proceso con d y n/d se llega a escribir n como
un producto de nimeros que sélo tienen divisores triviales, es decir, primos.

Para probar que la descomposicion es esencialmente tinica, supongamos que hay dos
factorizaciones de n, entonces se tendria

Pr*p2:pP3----"Pr=4q1°92°-43"..." (s
con pi,...,Pryq1,...,qs primos. Quizd cambiando el signo a algunos de estos primos,
podemos suponer que todos son positivos. Si la descomposiciéon no fuera tnica, tras sim-
plificar los factores iguales en la igualdad anterior también podemos suponer que ninguno
de los p; aparece en el segundo miembro; lo cual contradiria a una aplicacién repetida del

Teorema de Euclides, ya que p1|q1 - g2 - ... ¢s (porque pi|p1 - p2 - ... p,) pero p; fgq; para
ningin 1 <:<s.

Concluimos esta seccion con algunos comentarios que se salen fuera del contenido del
curso, pero que quiza resulten interesante para alguien.

La sucesién de primos es bastante cadtica y constituye un subconjunto bastante mis-
terioso de los niimeros enteros. De hecho, algunas conjeturas acerca de ellos siguen sin
respuesta tras varios siglos. Por ejemplo, no se sabe si entre dos cuadrados existe siempre
un numero primo, aunque la opinion generalizada es que si. También parece que todo
entero par n > 4 se puede escribir como suma de dos primos (positivos), pero no se ha
conseguido ninguna prueba de este hecho. Por otra parte, también ha habido avances en
tantos siglos de investigacién acerca de los primos, por ejemplo, hoy en dia (en realidad
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desde hace un siglo) se sabe que la distribucién de los primos no es del todo caética, ya
que si los ordenamos de forma creciente (consideramos sélo los positivos) p1 = 2, pa = 3,
ps = b, ps = 7, ps = 11, etc. entonces se cumple limp,/(nlogn) = 1. Sin embargo la
demostracion de este hecho es muy dificil.

2.3. CONGRUENCIAS, DIVISIBILIDAD, PEQUENO TEOREMA DE FERMAT
Dado un entero, m, mayor que uno, definimos la relacién de equivalencia R,, en Z
aRn,b < mla—b.

DEFINICION: Si aR,,b, se dice que a y b son congruentes médulo m y se suele escribir
a="b(m).

Ejemplo . Se cumple
2=17(5), —13 =21 (17), 90 = 126 (6).

Lema 3.1: Dos niimeros son congruentes modulo m si y sélo si al efectuar la division
entera por m dejan el mismo resto.

DEM.: Supongamos

a=mq + 71 b= mqy + 2.
Entonces
a=b(m) = (a—mg)— (b—mgz) = mlry —re

y como 0 < 71,79 < |m|, esto dltimo implica 71 = r2. W

Del lema anterior se deduce que R,, divide a Z en m clases de equivalencia que

corresponden a los m posibles valores del resto (r =0,1,2,...,|m|—1).

La clase de un nimero, n, se indica con 7, [n] o a veces simplemente con n si no da
lugar a confusién.

Ejemplo . Si m = 5 las clases de equivalencia son

0 = {0,5,10,15,...} U{-5,-10,—15,...}
T1=1{1,6,11,16,.. .} U{—4,-9,—14,...}
2=1{2,7,12,17,.. }U{-3,-8,-13,.. .}
3=1{3,8,13,18,.. }U{-2,-7,—-12,..}
1=1{4,9,14,19,.. }U{-1,—6,—11,...}.

Obsérvese que como las clases de equivalencia son una particion, se tiene
Z=0Ulu2U3U4.
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DEFINICION: Se llama Z.,, al conjunto cociente (conjunto de clases de equivalencia) de

la relacion de congruencia médulo m en Z.

Nota: Algunos autores usan la notacién Z/mZ 6 7Z/(m) en lugar de Z,,. De esta
forma se “ve” que es un conjunto cociente y ademas se evita la posible confusién con
cierto conjunto bien distinto que se denota con Z, en ciertas dreas avanzadas (los enteros
p-adicos). Sin embargo, aqui nos quedaremos con la notacién mas simple.

Ejemplo .

Zs ={0,1,2,3,4}.
Una de las cosas que hace interesante el estudio del conjunto Z,, es que se pueden
definir dos operaciones en él que son parecidas a la suma y el producto habituales. Con-

cretamente se tiene

Proposicion 3.2: Si definimos en Z,, las operaciones

G+b=a+b y a-b=a-b
entonces (Z,+,-) es un anillo (conmutativo y unitario).

Observacién: Notese que a primera vista no estd claro que estas operaciones estén
bien definidas, ya que podemos elegir diferentes representantes de una misma clase. Por
ejemplo, en Zs se tiene 2 =Ty 4 =19,y

24+4=6  7+19=26.
Como 6 = 26, la eleccién de diferentes representantes de una misma clase de equivalencia
no ha conllevado ningiin problema en este ejemplo. No es dificil comprobar que esta es la
situacion general en Z,,, porque dos representantes de una clase se diferencian siempre en

un multiplo de m. Practicamente esta observacién es lo inico necesario en la prueba de la

proposicién anterior (que no daremos aqui).

Ejemplo . Las tablas de suma y multiplicacién en Zs son

] ol D| | Of 4
= ol il col bl o)
Nl =l Ol il ol col
ol 1ol | O il sl
ol ol ol o of
wl | il ol ol b
Dol | = col of wol
I ol w0l il Of il

= Wl N = Ol O
Ol x| ol N |
B~ W N O

= ol Do =] Off

Obsérvese que en este anillo todos los elementos no nulos tienen inverso multiplicativo.
Asi por ejemplo, el inverso de 2 es 3, el de 4 es él mismo, etc. Por tanto Zs es un cuerpo,
de hecho se tiene el siguiente resultado general

32



Proposicién 3.3: (Z,,,+, ) es un cuerpo si y sélo si m es primo.

Ejemplo . Las tablas de multiplicacion en Z3 y Z4 son respectivamente

- | 01T 2 : 01 2 3
0 0 00 0 0 00D
1 01 2 1 012 3
2 0 21 2 0 20 2

3 03 21

Obsérvese que en Zs3 (la tabla de la izquierda) los elementos no nulos, 1y 2, tienen inverso
multiplicativo (que casualmente coincide con ellos mismos), sin embargo en Z4 (tabla de
la derecha), 2 no tiene inverso, es decir, 2 -7 = 1 no tiene solucién. La razén ultima de
esto es que 3 es primo y 4 no lo es.

DEM.: Si m no es primo, m = ab con 0 < |a|,|b| < |m|, por tanto @,b # 0 y

@-b=m = 0. Pero entonces b no puede tener inverso multiplicativo porque
b-c=1=a=a-b-c=0
y esto contradice nuestras hipoétesis sobre a. Por tanto Z,, no es un cuerpo.

Por otra parte, si m = p primo, entonces cualquier a con 1 < a < p cumple med (a, p) =
+1 y esto implica que existen enteros = e y tales que ax 4+ py = 1. Una vez hallados estos
enteros se tiene

ar +py=1= az+py=1 = az = 1.
Por tanto la clase @ tiene inverso (y es 7). Wi

Ejemplo . Calcular el inverso multiplicativo de 7 en Zg4;.

Como en la demostracién anterior, si hallamos z, y tales que 7z + 41y = 1 se tiene
que el inverso de 7 es T, porque

Te+4ly=1 = Tr+4ly=1 = Tz+4ly=1 = 7Tz =1.

Por tanto basta resolver 7x + 41y = 1, para ello usamos el algoritmo de Euclides

41=7-5+6
1=7—-6-1
7T=6-14+1 } =
=7T—(41-7-5)-1=7—-414+7-5=7-6+41-(-1)
6=1-6+0.
Asi pues, x = 6, y = —1 son posibles soluciones y T = 6 es el inverso de 7 en Zyg;.

Una vez que sabemos que invertir @ en Z,, equivale a resolver ax + my = 1, de los
resultados de la primera seccién se deduce
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Proposicion 3.4: La clase @ tiene inverso multiplicativo en Z,, si y solo si a y m
son primos entre si.

Notacién: Normalmente se designa con Z7, al conjunto formado por las clases de Z,,
que tienen inverso multiplicativo.

Ejemplo .
Zg={1,5}, Zg={1,3,5,7}, Zg={1,2,4,5,7,8}.

La solucién de ax + by = 1 no sélo sirve para calcular inversos en Z,, sino también
puede utilizarse para resolver sistemas de congruencias. Problemas de este tipo fueron
estudiados por matemaéticos chinos hace 2.000 anos.

Ejemplo . Hallar z tal que z =3 (5) y z = 1 (8).

x = (5)} x =3+ 5k1
=

COIlkl,kQEZ.
r=1(8) x =1+ 8k,

Multiplicando la primera ecuacién por 8 y la segunda por 5, se obtiene

8z = 24 + 40k, 8z =24 (40)
€S declr
5 = 5+ 40ks 52 =5 (40)

Con esto hemos reducido al mismo médulo. Sean n y m tales que 8n+5m = 1, por ejemplo
n = 2 m = —3, multiplicando la primera ecuacién por n y la segunda por m y sumando
(para quitar los coeficientes) se obtiene

(8-2+5-(=3)z=24-24+5-(-3) (40) = =z =33 (40).
Compruébese que 33 =3 (5) y 33 =1 (8).
Teorema 3.5 (chino del resto): Simy, ma,...,my son primos entre si dos a dos,

el sistema
x =a1 (my), xr=az (M2),  «oooonn.. ) x = ay, (myg)
tiene soluciéon unica médulo m = mims ... my.

DEeM.: Procediendo como en el ejemplo anterior

x=ay (my) } r=a;+1l1m; } Mo = a;me (Mims) }
= =

x = ag (ms) T = a9+ lamsy miz = agmy (mims)

y como mcd (my, me) = 1, siempre existen ny y ny tales que miny; + mang = 1. Mul-
tiplicando la primera ecuacién por ne y la segunda por n; y sumando los resultados, se
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obtiene
(3.1) x = aymang + agming (mims).

De hecho a;mang + aymin, resuelve las dos primeras ecuaciones porque mini +maong = 1
implica mang = 1 (my) y miny = 1 (m2). Con esto hemos probado la existencia y
unicidad (mddulo mimg) de la solucién de las dos primeras ecuaciones. A partir de (3.1)
y la tercera ecuacion se obtiene, de la misma forma, la tinica soluciéon médulo mimemsg de

las tres primeras ecuaciones, y repitiendo el proceso se llega a una soluciéon de todas.

Concluimos esta seccion con tres sorprendentes teoremas que involucran congruencias.
Por razones de simplicidad supondremos (sin mencionarlo cada vez) que los primos que

aparecen en sus eneunciados y demostraciones son positivos.
Teorema 3.6 (pequefio teorema de Fermat): Sia € Z y p es primo
a’ =a (p).
Ejemplo . Tomando p =15y a = 2 se tiene 32 = 2 (5).

Aunque quisiéramos comprobar el teorema de Fermat para primos grandes, esto no
requeriria calcular completamente la potencia aP, por ejemplo, para hallar 3'* médulo 11
podriamos proceder de la siguiente manera

311 =(3%233=4.4.5=5-5=3 (11)
donde hemos usado que 3* =81 =4 (11) y 33 =27 =5 (11).
Teorema 3.7 (Congruencia de Wilson): Si p es primo entonces
(p—1)!=-1 (p).
Obsérvese que este teorema también podria formularse diciendo que un primo, p,
siempre divide a (p — 1)! 4 1.
Ejemplo . Tomando p = 7 se tiene 6! =720 y 720 = —1 (7).

Antes de enunciar el dltimo resultado, que generaliza al pequeno teorema de Fermat,
es necesario definir para m = p{'p3” ... p.* con p; primos distintos y o > 1, la funcién

¢(m) = p?* (o1 — P> (p2 — 1) .o (o — 1)
Ejemplo . ¢(40) = $(23-5) = 22(2—1)-(5—1) = 16, ¢(243) = $(3°) = 34(3—1) = 162.

Nétese que si m = p® con p primo y « > 1, entonces ¢(m) es el niimero de clases con

a—1 «

inverso en Z,, ya que los p miltiplos de p” P, 2p, 3p, ...p>1p son las tinicas clases

sin inverso en Z,,. En realidad siempre hay exactamente qS(m) clases con inverso en Z,,,

incluso si m no es potencia de un primo, pero no usaremos este hecho aqui.

Teorema 3.8 (Euler-Fermat): Sia y m son primos entre si, entonces
a®™ =1 (m).
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Ejemplo . Sim=12ya=5, ¢(12) =2'(2-1)(3—-1) =4y 5* =1 (12).

Aunque el pequeiio teorema de Fermat se reduce al de Euler-Fermat para mddulo
primo, preferimos dar, a modo ilustrativo, una demostracién independiente.

DEM.(del pequeno teorema de Fermat): Como todo nimero es congruente a un ni-

mero positivo, podemos suponer a > 0. Ahora demostramos el teorema por induccién:
i) Para a =1 es cierto. Es obvio, porque 17 =1 (p).

i) Si es cierto para a también es cierto para a+1. Nétense las siguientes implicaciones:

(a+1)P=(a+1) (p) & plla+1)’ —a—1

& plaP + (p) a?P~1 + (p) 2+ +( P )a-a
1 P p—1

Por la hipétesis de induccion p divide a a? — a y todos los coeficientes binomales anteriores
son divisibles por p, asi pues pla? —a = p|(a+1)? — (a+1). A

DEM.(de la congruencia de Wilson): Nétese que 1 y p— 1 son sus propios inversos

(I-1=p—1-p—1 = 1) ademds son las tinicas clases con esta propiedad porque la
ecuacién x2 — 1 = 0 (p) s6lo tiene dos soluciones (ya que p|lz? —1 = (z — 1)(z + 1) =
plz —1 o p|z + 1). Entonces

=D =1 (D (-1 =1-1-2:3-. (=) (- 1) (- ) =1 (p)
porque en el producto anterior aparece un representante de cada clase y de su inverso. i

DEM. (del teorema de Euler-Fermat): Por simplicidad escribiremos z en lugar de a#(").

Supongamos primero que m es potencia de un primo, m = p<, entonces, como ya
hemos mencionado, hay exactamente ¢(m) clases, 71, M2, . .., ig(m), CON INVerso en Zy,.
Al ser a y m primos entre si, @ tiene inverso y, por tanto, @i, ang, ..., aANg(y,) son de
nuevo clases con inverso. Ademds deben ser todas (quizd reordenadas) porque hay ¢(m)
de ellas. Asi pues

ANT AN+ ... AMg(m) = N1 N2 " - . . Tig(m)
Multiplicando por los inversos de las clases 11, ng, . . . Tig(y,) Se tiene T = 1 en Z,,, o lo que
es lo mismo, x =1 (m).

Si m no es potencia de un solo primo, entonces m se descompone en factores primos
como m = py'py” ...pp* cona; > 1y k > 2. Nétese que ¢(p;")[¢(m) (los p; son distintos)
y por tanto para cada %, x se escribe como x = Af i) Como ya hemos probado el teorema
para potencia de primos, se tiene

z=1 (p7), z=1(p3?),  eeien... o =1 (pp*).
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Finalmente, obsérvese que este sistema se cumple sustituyendo = por 1, y como el teorema
chino del resto asegura que la solucién es tnica médulo m, se debe cumplir z =1 (m). R

Los tres teoremas anteriores permiten decidir la divisibilidad de algunos ntimeros de
tamano astronémico.

Ejemplo 1. 1996193 4- 6991193 — 26 es divisible por 103.
Como 103 es primo (compruébese), se tiene
1996'%% 4+ 6991193 — 26 = 1996 + 6991 — 26 = 8961 =0 (103)

donde la tltima congruencia se cumple porque 103(8961.
Ejemplo 2. (70!)2 — 1 es divisible por 71.
Usando la congruencia de Wilson
(7012 — 1= (70! +1)(70! = 1) = (70! = 1)(=1+ 1) =0 (71).
Ejemplo 3. 10%°° — 1 es divisible por 93.
Como ¢(93) = ¢(3-31) = 2-30 = 60, por el teorema de Euler-Fermat se tiene
10%° — 1= (101" —1=1-1=0 (93).

Nota: Como curiosidad diremos que el niimero del primer ejemplo tiene 396 cifras, el del
segundo 201 y el del tercero 600.
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Hoja 5
1) ;Cudl es el med y el mem de dos nimeros consecutivos?
2) Hallar todas las soluciones enteras de 7x 4+ 10y = 1.
3) Justificar por qué 35z + 21y = 3 no tiene solucién.
4) Hallar las soluciones enteras de 11z — 13y = 1 que tienen |z|, |y| < 13.

5) Dos nimeros naturales son miltiplos de 12 y 15 respectivamente y su suma es 81.
Hallarlos.

6) Simcd (a,b) =1, jqué valores puede tomar med (a + b,a — b)?
7) Sabiendo que d = mcd (a, b), ;cudnto vale mcm (a?,b?)?.

8) Si Venus, la Tierra y Marte tardan 225, 365 y 687 dias respectivamente en dar
la vuelta alrededor del Sol jcada cuanto tiempo estdn en la misma posicién que hoy?

9) Considérese la sucesiéon de nimeros de Fibonacci 1,1,2,3,5,8,13,21. . . definidos por
a1 =a3 =1y apy2 = an4+1 + a,. ;Cuantos pasos requiere el algoritmo de Euclides para
hallar med (ap41, any2)? Sugerencia: Comprobarlo con algunos ejemplos.

Nota: Estos nimeros son para los que el algoritmo de Euclides es més lento. Si
n > 1, a,4+5 tiene una cifra més que a,,, con ello se puede demostrar que el nimero de
pasos necesario para hallar el med de dos enteros positivos con el algoritmo de Euclides
no excede a cinco veces el niimero de cifras del menor de ellos.

10) El laboratorio se ha gastado 8.390.000 ptas en ordenadores IBM y HP. si los
ordenadores IBM cuestan a 250.000 ptas cada uno y los HP a 180.000 ptas. ;Cuantos se
han comprado de cada marca?

11) Un délar canadiense son 101 ptas y un délar americano son 123 ptas. Si al
cambiar los dos tipos de monedas me han dado en total 6.215 ptas. ;Cuantos ddlares de
cada tipo he cambiado?

12) En Madrid tocan los A y simultdneamente en las afueras los B. Una pandilla de
amigos se divide entre los dos conciertos. La entrada para A cuesta 5.300 ptas y para B,
2.500 ptas, si se han gastado en total 64.600 ptas, ;cuantos amigos formaban la pandilla?

13) Hallar todas las soluciones enteras de 17z + 13y = —1.

14) Decimos que un punto de coordenadas enteras (z,y) € Z?2 es visible desde el
origen si el segmento que une dicho punto con el origen no pasa por ningin otro punto.
i Cudnto vale med (z,y) si (z,y) es un punto visible? ;Cuédntos puntos impiden “ver” el
punto (42, 45)?

15) Calcular a mano mcd (675683, 674041) y obsérvese que factorizar cualquiera de
estos nimeros podria llevar mucho tiempo.

Opcional: Escribe un programa en tu lenguaje de programaciéon favorito que calcule
el med y el mem usando el algoritmo de Euclides y otro que los calcule descomponiendo
en factores primos. Tras algunas pruebas, borrar el segundo.

16) Hallar una solucién entera de 15z 4+ 10y + 6z = 1. En general, demostrar que si
mcd (a, b, c) = 1 entonces existen z,y, z € Z tales que ax + by + cz = 1.

*17) hallar dos enteros positivos cuya suma sea 798 y su mcm sea 10780.
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Hoja 6
En toda esta hoja consideraremos los primos con signo positivo.

1) Descomponer 19! =19-18-...-2-1 en factores primos. Calcular la potencia de 11
que aparece en la descomposicion en factores primos de 190!

2) Demostrar que hay intervalos de la forma (n + 1,7+ 100] que no contienen ningiin
primo. Indicacion: Considérese 100! = 100-99-...- 1.

3) Sin = p*ps?...p%m es la descomposicién en factores primos de n, calcular el
numero de divisores positivos de n.

4) En la demostracién del pequeno teorema de Fermat se usa que si m es primo
entonces los nimeros combinatorios

(1) (3 () (2)

son divisibles por m. Demostrarlo. ;Es cierto si m no es primo?

21002

5) Comprobar que — 1 no es primo.

6) Si n es un nimero natural, demostrar que n, n + 10 y n + 32 no pueden ser
simultdneamente primos. Indicacion: Demostrar que 3 divide a uno de ellos.

7) Si p es primo, jcudntos enteros positivos menores que p™ cumplen mcd (n, p™) = 17
b

9) Demostrar que 13 < n < 169 es primo si y sélo si n y 30030 son primos entre si.

10) Sea el conjunto H = {1,5,9,13,17,21,...}. Decimos que p € H es un H-primo
si p # 1 y no es divisible por ningin elemento de H salvo por si mismo y por uno. Por
ejemplo, 5 y 9 son H-primos, pero 25 =5 -5 no. Comprobar que 693 tiene varias posibles
descomposiciones en factores H-primos.

Nota: Hilbert (1862-1943) propuso A como un conjunto sencillo en el que no se cumple
el andlogo del teorema fundamental de la aritmética. Hay ejemplos més complicados (y
de mayor interés) en los que el conjunto tiene estructura de anillo.

*11) Demostrar que si n es un entero positivo mayor que uno n* + 4 no es primo.
*¥12) Comprobar que 2!9°7° — 1 1o es primo.

Nota: En general, se puede demostrar que si n no es primo, entonces 2 — 1 tampoco
lo es.

**13) Euler (1707-1783) demostré que Zl /n? = w2/6 donde n recorre los enteros
positivos. Sabiendo esto, hallar la probabilidad de que dos enteros positivos elegidos al
azar sean primos entre si. Indicacién: Comenzar demostrando que 6/7% = [](1 — 1/p?)
donde p recorre los primos.
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Hoja 7
1) Sabiendo que 1/7 = 0'142857 142857 142857 142857 ... Calcular la cifra decimal
que ocupa el lugar 1000.
2) Efectuar la siguiente operacién en Zgg3
4

3+5 - =——
R

3) Calcular el resto que se obtiene al dividir 4! por 103.

4) Si m es producto de dos primos distintos, jcudntos elementos no se pueden invertir
en Z,?

5) ;Qué hora marca un reloj 777 horas después de que sean las once?
6) Demostrar que 2341 = 2 (341) pero 341 = 11 - 31 no es primo.

Nota: No son muy frecuentes los nimeros que no siendo primos verifiquen el pequeno
teorema de Fermat.

7) Demostrar que si n es entero, (n 4 6)(n + 13)(n — 4)/6 también lo es.

8) ;Con qué es congruente (m — 1)! mdédulo m si m es impar y no es primo?
9) Calcular z tal que z =1 (11) y z =9 (13).

10) Demostrar que si n es un entero n> + 11n es divisible por 6.

11) Demostrar que no existe ningiin entero, z, tal que z =3 (15) y x =5 (12).
12) Hallar el inverso de 7 en Z15 y utilizarlo para resolver 7z = 2 (15).

13) La funcién RND del ZX Spectrum utiliza(ba) los términos de la sucesién definida
por z, = 75" (65537) con 0 < z,, < 65536 para generar nimeros aleatorios, mostrando el
valor (z, — 1)/65536 para normalizar el resultado entre 0 y 1. Si RND produce cierta vez
0.01524353... = 999/65536 ;qué nimero producird la siguiente vez que accedamos a ella?

14) Fermat (1601-1665) afirmé que los nimeros 22° + 1, 22 +1, 22 +1, 22 +1,...
son todos primos. Demostrar que 22" = 1 (641) y concluir que Fermat era un mentiroso.
Nota: En 1990 se consiguié factorizar 2512 + 1 = 22° 4 1, que tiene 155 cifras, y para

ello se necesitaron métodos tedricos muy avanzados (dlgebra en anillos “extranos”), sete-
cientas “workstations”, un supercomputador y cuatro meses.

15) Se puede demostrar (pero es no es facil) que si p es primo, existe un elemento en

Z,, tal que él y sus potencias da todos los elementos de Z,, excepto 0. Calcular un elemento
con esas caracteristicas en Zs, Zy y Z17.

*16) Demostrar que si k y n son impares, n divide a 1% +2F + .. 4 nk,

*17) Demostrar que no hay ningin tridngulo rectdngulo de lados enteros cuya hipo-

tenusa sea 111111,
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Miscelanea.

El estudio de los enteros constituye una de las ramas més antiguas de las Matematicas. Clasicamente
se llamo a esta disciplina “Aritmética”, pero desde el siglo pasado el nombre oficial parece ser “Teoria de
Numeros”. Ya los griegos hace més de dos mil anos se maravillaron con las propiedades de los enteros.
Algunos de los problemas a que dieron lugar sus investigaciones siguen sin resolverse hoy en dia. Por
ejemplo, 6 es la suma de todos sus divisores (positivos) excepto él mismo

6=1+2+3.

También 28 tiene la misma propiedad

28=1+2+4+7+14.

Se dice que los nimeros con estas caracteristicas son nimeros perfectos. Euclides (aprox. 365-275 a.

d. C.) encontré una “férmula” para todos los niimeros perfectos que son pares, sin embargo todavia se
desconoce si existe algin nimero perfecto impar.

Hay otros problemas acerca de los nimeros enteros que se han resuelto pero la dificultad de su
solucién no concuerda en absoluto con la sencillez de su enunciado. El més famoso en nuestros dias (por
la reciente solucién debida a A. Wiles en 1995) es el llamado “Ultimo teorema de Fermat” propuesto hace
unos 350 afios por P. de Fermat (1601-1665) y que consiste en demostrar que si 1 > 2, no existen nimeros
a,b,ce Z1 tales que

a” +b" =c".
Fermat afirmé que lo habia resuelto, pero la opinién generalizada es que se equivocé. Una razén de peso
para pensar asi es que matemadticos posteriores de mucha mas altura que Fermat, incluyendo al princeps

mathematicorum C.F. Gauss (1777-1855), no lo consiguieron resolver y la solucién actual involucra nuevas
ramas de las Matematicas impensables en el siglo XVII.

A vezes non fazemos todo lo que dezimos,

e quanto prometemos, quiza non lo conplimos:
al mandar somos largos e al dar escasos primos;
por vanas promisiones trabajamos e servimos.

LBA, 816
La misma situacién se muestra en un resultado mucho mas asequible que Fermat si demostré y que
afirma que si para todo primo, P, mayor que 2 se cumple

P es suma de dos cuadrados < p — 1 es divisible por 4.

Por ejemplo, 5 = 22 4+ 12,13 = 32 + 22, pero 7 #* a? + b?. A pesar de que el resultado cae dentro
de la teorfa de ntimeros elemental, requiere grandes dosis de ingenio encontrar una demostracién (en la
misceldnea del préximo capitulo daremos una usando polinomios). Si el lector lo consigue, es casi seguro
que el libro en el que ha encontrado la solucién no contiene el siguiente resultado menos conocido (y més
dificil) que cumplen los primos mayores que 5:

P es suma de un cuadrado y cinco veces otro cuadrado < p — 1 6 p — 9 es divisible por 20.
Por ejemplo, 61 = 42 +5. 32, 29 =32+5 -22, pero 13 # a4+ 5b%. L. Euler (1707-1783) conjeturd que
el resultado era cierto pero fue incapaz de probarlo, aunque esta vez si que Gauss cumplié con su merecida

fama. Un lector que sea capaz de dar una demostracién por su cuenta seguramente tiene un gran futuro
como investigador en Mateméticas.

En comparacion con a? +b2 = P, la ecuacién a?—b? = P es muy sencilla porque (a—b) (a+b) =p
+1)/2,

implica (salvo signos) @ — b = 1 y a + b = p o viceversa, de aqui se deduce que @ = (p
b= (p - 1)/2 es siempre una solucién (entera si p # 2) de a? —b% = P; por tanto

D es resta de dos cuadrados <> p # 2.
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La diferencia entre estos dos ejemplos se basa en que a? + b? no se puede factorizar y a? — b2 si, lo
que sugiere crear anillos que extiendan al de los niimeros enteros y en los que se pueda llevar a acabo la
factorizacién de la ecuacion dada, por ejemplo

a’® +b> = (a + bi)(a — bi) en Z[i], donde Z[i] = {n +mi /n,m € Z}

a® + 5b% = (a + biV/5)(a — biv/5) en Z[iV5], donde Z[iv5] = {n +mivV5 /n,m € Z}
Es posible definir maximo comun divisor, nimeros primos, etc. en Z[l] y se puede probar (pero no es
facil) que

{primos de Z[Z]} NZ = {ﬂ:p/p primo en Z+a 4|p - 3}

Esto implica que a? —}—b2 = P no puede tener solucién para 4|p—3, porque si la tuviera, (a+bi) (a—bi) =
Py, por tanto, P no seria primo en Z[Z] Reciprocamente, si 4 /fp — 3, entonces como P no es primo en
Z[i], se puede factorizar como p = (a + bi) (a — b’i) = 2 + b2. Con esto se demuestra el resultado de

Fermat suponiendo conocida la teoria de primos en Z[Z]

El anillo Z[Z\/g] es mucho m3s dificil de estudiar ya que en él no se puede definir el maximo comin
divisor ni se cumple la unicidad en el teorema de factorizacién, por ejemplo, 2,3, 1 + ’i\/f_), 1 —4v/5 son
primos distintos en Z[Z\/g] pero

6=2-3=(1+4V5)(1—1iV5).
E. Kummer (1810-1893) cre6 la teoria de ideales para explicar esta situacién en ciertos anillos que contienen

a( = cos 2% +1 sen%r y que aparecen en el Ultimo teorema de Fermat (con M impar) tras la factorizacién

a +b" = (a+b)(a+b)(a+bC%) ... (a+bC"TH).
La “factorizacién en ideales primos” si que es tnica, pero estos ideales pueden tener una estructura com-
plicada, por ejemplo, I = {2n + m + zm\/g/n, m € Z} es un ideal primo en Z[’L\/g]

Con todo lo dicho anteriormente no es de extranar que el dlgebra sea una herramienta fundamental
en la teorfa de niimeros; por otra parte, sobre todo tras un famoso trabajo de B. Riemann (1826-1866),
las técnicas analiticas también han adquirido gran relevancia. Para ilustrar el tema, citaremos la siguiente
férmula debida a Euler (p recorre los primos positivos)

iizﬂ;
nzlnm » 1_p—:1:

cuya demostracién se reduce a escribir 1/(1 — p_z) =1+p™ "+ p_hc + p—3z + ...y usar que
todo nimero factoriza en primos. Tomando Z = 1 el primer miembro es 00 (véase un libro de an4lisis)
de donde se deduce que hay infinitos primos y que ademés no pueden crecen muy rapido porque si no el
segundo miembro serfa finito. Un andlisis muy detallado de la funcién del primer miembro (hay libros
enteros estudiando sus propiedades) permite deducir resultados precisos acerca de la distribucién de los
primos. Es increible que de una féormula tan simple se pueda obtener tanta informacion.

A vezes pequena fabla bien dicha e chico ruego
obra mucho en los fechos, a vezes recabda luego;
de chica centella nascge grand llama e grant fuego,
e vienen grandes peleas a vezes de chico juego.
LBA, 734

Una vez que ya hemos mencionado la antigiiedad, dificultad e interrelacién con otras partes de las
Matematicas de la teoria de nimeros; queremos concluir esta seccién citando la famosa frase de Gauss:
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“Las Matemdticas son la reina de las ciencias y la teoria de nimeros es la reina de las Matemdticas”.
Para acreditar esta opinién (que pocos compartirfan en la actualidad) se puede decir que Gauss abri
una nueva era en la teoria de numeros, fue un matemético de primera linea y su contribucién es muy

importante en otras areas de la ciencia.
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Si lo dexiés de mio, serfa de culpar;

dizelo grand filésofo, non sé yo de rebtar:
de lo que dize el sabio non devemos dubdar,
ca por obra se prueva el sabio e su fablar.
LBA, 72
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3. Anillos de Polinomios

3.1. MAXIMO COMUN DIVISOR, MINIMO COMUN MULTIPLO, ALGORITMO DE EUCLIDES

Un definicién rigurosa de polinomio requeriria un lenguaje un poco técnico que omi-
tiremos aqui ya que el concepto de intuitivo de polinomio es bien conocido. Para nuestros
propositos la siguiente “definicién” serd suficiente

DEFINICION: Un polinomio es una expresién de la forma
™ + ap_ 12"+ ...+ a1z + ag
donde los coeficientes a; pertenecen a un cuerpo K.
Al conjunto de todos los polinomios con coeficientes en K se le suele denotar K|z].

Aunque los resultados de este capitulo son generales, nuestra atencién estard centrada
principalmente en los casos K =Ry K = C.

DEFINICION: Sea P € K[z] — {0}, P = apa™ + ap_12" ' +... + a1z + ag. Sia, #0
se dice que P tiene grado n y se escribe gr P = n.

Nota: La definicién anterior no se aplica al polinomio cero (que tiene todos los coe-
ficientes nulos). Algunos autores definen gr0 = —oo lo cual es 1til en muchas ocasiones

(por ejemplo en el Lema 1.2 o la Proposicién 1.3), pero nosotros dejaremos el grado de

este polinomio sin definir.

En K|[z] existen dos operaciones naturales que son la suma y producto de polinomios,
como son suficientemente conocidas no repetiremos su definicién aqui. Partiendo de las
propiedades del cuerpo K no es dificil comprobar el siguiente resultado

Proposicién 1.1: (K|[x]|,+, X) es un anillo.

El grado se comporta de la siguiente forma con respecto a la suma y producto

Lema 1.2: Si P,Q € K|[z]

1) gr(P+ Q) <max(grP,grQ)  2)gr(PQ)=grP+gr@,
donde suponemos P, (@, P + @), PQQ no nulos.

Ejemplo . P=2341,Q = —234+224+1=P+Q =2%24+2y PQ = — 28+ 25+ 22+ 1.
Por tanto grP =3, gr@Q =3, gr (P+ Q) =2y gr (PQ) = 6.

En el anillo K[z] se cumple el analogo de la Proposicién 1.1 del capitulo anterior. En
el lenguaje del algebra se dice que es un “dominio euclideo”. Esto hace que las propiedades
de los enteros y de los polinomios sean parecidas lo cual permite una interrelacion intere-
sante entre el dlgebra en K|[z| y en Z. A modo de curiosidad diremos que los anillos de

“congruencias con polinomios” (el andlogo de los Z,,) permiten deducir algunos resultados
acerca de niimeros enteros, nimeros primos, etc.
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En toda esta seccidn, y en parte de las otras, omitiremos las demostraciones porque
son similares a las del capitulo anterior.

Proposicién 1.3: Dados P,Q € K|z]|, Q#0, existen dos polinomios, C' y R, deter-

minados tinicamente, tales que
P=Q-C+R congrR<gr@ 6 R=0.
Como en el caso de los enteros, C' y R se llaman cociente y resto respectivamente.

Para definir maximo comun divisor y minimo comin multiplo podemos usar las defini-
ciones del capitulo anterior cambiando enteros por polinomios

DEFINICION: Decimos que D € K[z] es un méximo comin divisor de P,Q € K|[z] no

simultaneamente nulos, si

1) D|P, D|Q (es divisor comin) 2) D'|P, D'|Q = D'|D (es “maximo”).

DEFINICION: Decimos que M es un minimo comiin multiplo de P,Q € K[x] — {0}, si

1) PIM, QM (es miltiplo comiin) 2) PIM', QIM' = M|M’' (es “minimo”).

La notacién habitual es escribir D = med (P, Q) y M = mcm (P, Q). Obsérvese que,
de nuevo, D y M no son tnicos. En este caso no es sélo cuestiéon de un signo sino que

D (6 M) es un mcd (0 un mem) = kD (6 kM) también lo es para todo k € K — {0}

De nuevo, el algoritmo de Euclides es simplemente la aplicacién iterada del siguiente

resultado

Lema 1.4: Si R es el resto obtenido al dividir P entre Q, entonces mcd (P, Q) =
med (Q, R).

Ejemplo . Calcular med (z* + 23 — 522 + 42 + 3,23 — 6z + 9) con el algoritmo de
Euclides.
et -5 +dr+3=2*-62+9(x+1)+2>+2 -6
23— 6x+9=E*+z—6)(z—1)+2+3
2?4+ 12— 6=(z+3)(z—2)

Por tanto med (z* + 2% — 522 + 42 + 3,2% — 62 +9) =z + 3.

Como en Z, el maximo comiin divisor y el minimo comin miltiplo estdn ligados por

la siguiente férmula
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Lema 1.5: Si P,Q € K[z] — {0}

PQ

mem (P, Q) = med (P.Q)°

Observacion: Por la ambigiiedad en la definicién del med y el mem, nétese que
podriamos escribir un factor £ € K — {0} en cualquiera de los miembros de la igualdad.

También en este contexto se puede hablar de maximo comin divisor y minimo comun

miiltiplo de varios polinomios gracias a las férmulas

med (Py, Py, ..., P,) =mcd (mcd (P, Pay ..., Pp_q), Pn)
mem (Py, Py, ..., P,) =mcm (mcm (P, Py ..., P, 1), Pn).

Ejemplo . Calcular med (2 + 23 — 522 + 4z + 3,23 — 62 + 9,7 + 3).

Segtn las férmulas anteriores y los cdlculos del tltimo ejemplo

D =mcd (z* + 23 — 52® + 42 + 3,23 — 62 + 9,2 + 3)
=mecd (z + 3,z + 3)
=z + 3

Como en K|z| se tiene el algoritmo de Euclides también se puede demostrar el andlogo
de la identidad de Bezout.

Proposicién 1.6: Si P,QQ € K[z] — {0} y D es su mdximo comun divisor, entonces
existen A, B € K|[z] tales que

D = AP + BQ.

Ejemplo . Hallar el miximo comtn divisor de P = 25 + 42* + 623 + 422 — 2 -3 y
Q = x* + 223 + 22 — 1, y escribirlo en la forma AP + BQ.

Por el algoritmo de Euclides

25+t 4623 +42? —x -3 =(z* +22°+ 22 D)z +2) + 23+ 222 -1
st 4203 42 — 1=+ 222 - D+ 22+ -1
34222 1= +z-D(xz+1)+0
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Por tanto el maximo comtn divisor es D = 22 + 2 — 1.

(22 ecuacién) = D =Q — (2> +22% — 1)z
(12 ecuacién) = D=Q — (P—Q(z+2))z

y operando en esta tultima expresion, se tiene
D= (—z)P+ (z* + 2z + 1)Q.

Nota: No entraremos en la solucién general de la ecuaciéon AX +BY = C en K|z| pero
formalmente se tiene un resultado analogo al que vimos en la primera secciéon del capitulo
anterior.

En K|[z] también es posible definir ideales y dar con ellos definiciones alternativas de

maximo comin divisor y minimo comiin miiltiplo.
DEFINICION: Un ideal, I en K|[z] es un subconjunto de K|z| tal que
)P,QelI=P+Qecl 2)Pel, Re K[z]= PReI.
Proposicién 1.7: En K|[z| cada ideal estd formado por los miiltiplos de cierto poli-
nomio, P.
Normalmente se escribe I = (P) y se dice que P es un generador de I.

DEFINICION: (alternativa) Un minimo comun miiltiplo de P;, P, ..., P, es un gene-
rador de (P1) N (Pa)N...N(Py,).

DEFINICION: (alternativa) Un mdximo comiin divisor de P;, Ps, ..., P, es un genera-
dor del menor ideal que contiene a {Py, Ps, ..., P,}.

Observacion: La definicion alternativa y la 1iltima proposicién demuestran que el mcd
y el mecm siempre existen (lo cual no es evidente partiendo de la primera definicién).

3.2. POLINOMIOS IRREDUCIBLES, TEOREMA DE FACTORIZACION

DEFINICION: Se dice que un polinomio P € K[z] — {0} con gr P > 1 es irreducible, si
no puede escribirse como P = QR con Q, R € K|z] tales que grQ,gr R < gr P.

Nota: A veces a los polinomios irreducibles se les llama polinomios primos, aunque
esta notacién no es muy habitual. Obsérvese que la definicién anterior es equivalente a
decir que P sélo es divisible por k y por kP con k € K — {0}.

Ejemplo . P = 2% + 1 es irreducible en R[z], pero no lo es en en C[z] porque P =
(x —9)(z +19).
Q = z2—2 es irreducible en Q[z], pero no lo es en en R[z] porque Q = (z+v2)(z—+/2).
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Los polinomios de grado 1 son siempre irreducibles en K|[z].

DEFINICION: Se dice que dos polinomios estan asociados si son iguales salvo multiplicar
por un factor de K — {0}

Ejemplo . 22 + 7z + 3 est4 asociado con 3z% + 21z + 9 y con %x2 + %x + 1.

DEFINICION: Se dice que P,Q € K|[z] son primos entre si cuando med (P, Q) = 1.

Observacién: Nétese que también podriamos haber escrito en la definicién med (P, Q)) =
k con k € K — {0}

El siguiente resultado es mds notorio que en el caso de Z ya que hay algunos cuerpos
que son finitos (por ejemplo los Z,, del capitulo anterior).

Proposicién 2.1: En K|[z| hay infinitos polinomios irreducibles no asociados.

Teorema 2.2 (de factorizacién): Todo polinomio no constante se puede descomponer
como producto de polinomios ireducibles, ademas esta descomposicion es iinica salvo el
orden y factores asociados.

De nuevo el principal ingrediente de la prueba es
Teorema 2.3 (de Euclides): Si P y ) son primos entre si, P|QR = P|R.

No daremos aqui las demostraciones de los tres resultados anteriores porque son to-

talmente similares a sus analogos en Z.

En C[z] y en R[z] la cuestién de irreducibilidad de un polinomio es muy sencilla gracias

al siguiente importante resultado

Teorema 2.4 (Teorema fundamental del dlgebra): P € Clz] es irreducible <
gr P = 1. Equivalentemente, todo polinomio no constante de C[z] se puede descomponer
en factores lineales.

Observaciéon: Del teorema anterior se puede deducir que todo polinomio irreducible en
R[z] es de grado uno o dos. Volveremos sobre esto en la préxima seccién, pero la idea es
que C es lo mismo que R salvo afiadir la solucién de la ecuacién de segundo grado z2 + 1.

Ejemplo . P = x3 + 222 4 2z + 1 factoriza en C[z] como

P:(x-l-l)(x-l-%-l-i\/?g)(a:—i-%—i?).

Comprobar esta factorizacion se reduce a un calculo, pero deducirla requiere los resultados
de la seccidén siguiente.
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Si K # C,R, en general es muy complicado saber si P € K|z] es irreducible. Por
ejemplo, como veremos a continuacién, descomponer un polinomio en Qx| se reduce a des-
componer un polinomio con coeficientes enteros, pero esto da lugar a una descomposicién en
dos factores del término independiente, asi que en algin sentido descomponer un polinomio
en Q[z] es al menos tan dificil como descomponer un niimero entero, lo cual no es absoluto
sencillo si el tamano de éste es grande. Incluso cuando los coeficientes son pequenos, puede
llevar bastante tiempo factorizar un polinomio si su grado es moderadamente alto.

Si llamamos Z[z] al anillo de polinomios con coeficientes enteros, el siguiente lema
asegura que en Z[z] y Q[z] el concepto de irreducibilidad es el mismo.

Lema 2.5 (Lema de Gauss): Si P € Z|x] es irreducible en Z[x] también lo es en Q[x].

DEM.: Si P = P, P, con P;, P, € Qz] multiplicando por cierto nimero natural, n,
que cancele todos los denominadores tenemos que
(2.1) nP = (! + b_1a™ 4+ . 4 b)) (ema™ + Cp_12™ + ...+ ) con b;,c; € 7.
Supongamos que n es el menor nimero tal que nP se descompone en Z[z]. sin =1 el
lema esta probado. Supongamos que n > 1, sea p un divisor primo de n, entonces no todos
los b; ni todos los ¢; pueden ser divisibles por p (ya que en ese caso podriamos simplificar
por p en (2.1) reduciendo n a n/p). Sean b; y c¢; tales que p [b;, pfc; pero plby, plcs si
r < i, s < j (podria ocurrir que i,j = 0), entonces igualando en (2.1) los coeficientes de
grado ¢ + j se tiene

N5 = bi+jC() + bi+j_1cl + ...+ bz'Cj + ...+ boci_,_j

y de aqui se deduce que p|b;c; en contra de nuestra hipdtesis p/b;, pfc;. B

Ejemplo . Estudiar la irreducibilidad de 3z* — $2® — 1z — 1 en Q[z].

3

Es obvio que basta estudiar la irreducibilidad de P = 2* — 23 — 2 — 1. Como veremos

en la secciéon siguiente, es facil comprobar que P no tiene factores de grado 1, por tanto,
si P no es irreducible debe factorizar como

P = (2% + az + b)(z* + cz + d).

Operando e igualando los coeficientes del mismo grado

—1 =bd 0=b+d+ac
—1 =ad + bc -1 =a+c.

El lema de Gauss asegura que a, b, ¢, d son enteros, con lo cual la primera ecuacién implica
b=1,d=—-16b=—1,d=1. En el primer caso, es facil comprobar que a =0y ¢ = —1,
con lo cual P se descompone como

P=(z*>+1)(z> -z -1)
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y, por tanto, el polinomio de partida no es irreducible en Q[z].

Un criterio que es de utilidad en algunos casos para estudiar la irreducibilidad en Q[z]
es el siguiente

Proposicién 2.6 (Criterio de Eisenstein): Si P = a,z™ + a,_17" 1 + ...+ agp es un
polinomio con coeficientes enteros y p es un primo tal que pfa,, pla; si 0 < i < n y p>/fag
entonces P es irreducible en Q[z].

DEM.: Por el Lema de Gauss, si P no es irreducible se puede escribir como P =
(it + b1+ . 4 bo)(ema™ + 1™ L+ ...+ o) conl+m =ny bj,c € Z.
Igualando los coeficientes de los términos del mismo grado, se tiene

ap = boco, a1 =bico +boc1, a2 =baco+ bicy + boce,
Por hipétesis p|ag pero p?fag, asi pues p divide a by 0 a ¢y pero no a ambos simultdneamente.
Supongamos por ejemplo que p divide a by, entonces por la segunda igualdad, p|b; y por
la tercera p|by y en general p|b; 0 < i <, lo que implica que p divide a todos los a; lo que
contradice nuestra hip6tesis pfa,,. B

Ejemplo . El polinomio z3 — 2x2 + 10z + 2 es irreducible en Q[z] por el criterio de
Eisenstein con p = 2.

El interés practico del criterio de Eisenstein esta bastante limitado porque sélo es apli-
cable en casos muy particulares. Una de las razones que justifican su interés es que permite
demostrar la irreducibilidad de cierta importante familia de polinomios. La situacion se
recoge en el siguiente ejemplo que sé6lo se cita aqui a titulo ilustrativo.

Ejemplo . Gauss demostré que si p es primo el polinomio (llamado ciclotémico) P =
oP~l+2P=2 4+ ..+ 1 +1 es irreducible en Q[z]. Esto se puede demostrar usando el criterio
de Eisenstein a pesar de que no es posible su aplicacion directa. Para ello nétese que si P
es irreducible Q = (z + 1)P~! + (z + 1)P=2 + ... + (z + 1) + 1 también lo es (ejercicio) y

como

@D T e () e (P s P p
Q= sr1-1 =P~ + )% + E + ...+ b2 T+ 1)

el criterio de Eisenstein es aplicable sobre @) (ejercicio).

La irreducibilidad en Zp[z] es, en principio, mucho més sencilla de estudiar que en
Q|z], ya que sélo hay un nimero finito de polinomios de cada grado. Por ejemplo, todos
los polinomios de grado 2 en Zs[x] son

22, 22+1, 2%+, 22+z+1
Claramente, ni el primer ni el tercer polinomio son irreducibles. El segundo tampoco lo es
ya que 2 +1 = (z+1)(z+1) en Zs[z]. Finalmente, no es dificil comprobar que 22+ +1
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no se puede descomponer y por tanto es irreducible. Con esto, se tiene que los polinomios
irreducibles en Zs[z] de grado menor o igual que 2 son

z, z+1, z?+z+1.
Si, por ejemplo, quisiéramos estudiar si un polinomio de grado 4 es irreducible en Zs[z],
bastaria comprobar si es divisible por alguno de estos tres polinomios. Si el polinomio fuera
de grado 6, tendriamos que ampliar nuestra lista de irreducibles hasta grado 3 (porque
podria descomponerse como producto de dos polinomios de grado 3), y asi sucesivamente.

3.3. RAICEs

Un polinomio P € K[z] se puede considerar también como una funcién P : K — K
sin mas que sustituir la variable indeterminada por elementos del cuerpo K.

DEFINICION: Se dice que « € K es un cero o una raiz de P € K|[z] si P(a) = 0.

Ejemplo . 22 4+ x + 1 no tiene raices en R; sin embargo tiene dos raices distintas en C
que son oy = (—1+14v3)/2y as = (=1 —iv/3) /2.

Proposicién 3.1 (Regla de Ruffini): o es un cero de un polinomio de K|[x] si y sélo
si x — a divide a ese polinomio.

DEM.: Por la Proposiciéon 1.3 con Q =z — «
(3.1) P=(z—-a)C+R
con grR =00 R = 0, es decir, R es un polinomio constante. Sustituyendo z por « en
(3.1) se tiene P(a) = R(«) y por tanto « es raiz siy sélosi R=0. R

Ejemplo . En algunos libros se denomina Regla de Ruffini al bien conocido esquema
abreviado que se representa a continuacién y que sirve para calcular la divisién de un
polinomio P = a,2"™ + ap_12" "' + ...+ ap entre £ —

La linea inferior indica los coeficientes del cociente y r es el resto, que coincide con P(q).

Ejemplo . Hallar el cociente y el resto al dividir 23 — 622 — 6z — 7 entre z + 1.

-1 7 -1

1 -7 1 =8

Por tanto 23 — 622 — 6z — 7 = (22 — Tz + 1)(x + 1) — 8.

‘ 1 -6 —6 -7
-1
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DEFINICION: Sea o un cero de P € K[z]. Se dice que a tiene multiplicidad n si
(x — )Py (x —a)"T)P.

Nota: A un cero de multiplicidad uno se le suele llamar cero simple.

Corolario 3.2: EI niimero de raices de P € K|z| contadas con su multiplicidad es
menor o igual que gr P.

DEM.: Si P tiene raices (distintas) ai, s, ...,q, con multiplicidades myq,..., my,
respectivamente, entonces @ = (x — a1)™ ... (x — )™ divide a P, es decir, P = QR y
por el Lema 1.2

grP=grQ+grR>grR=my+ma+...+my
y esto concluye la demostracion. i

El corolario anterior, asi como otros muchos de los resultados que hemos visto, puede
ser falso si consideramos polinomios con coeficientes en un anillo en lugar de en un cuerpo.
Por ejemplo, el polinomio P = x? + 7 € Zg[z] tiene cuatro raices, 1, 3, 5, 7, a pesar de que
su grado es dos, y tampoco hay unicidad en la factorizacién, ya que P = (z + 1)(z + 7)
y P = (z +3)(z+5). Sin embargo, todas las propiedades se recuperan si uno se limita a

anillos que tengan ciertas propiedades, esencialmente aquellos anillos en los que se puede

definir el maximo comun divisor.

Se puede saber si un polinomio de coeficientes enteros tiene raices en QQ gracias al
siguiente resultado

Proposicién 3.3: Sip/q € Q, con p,q primos entre si, es un cero del polinomio de
grado n
nZ™ + ap_12" 4 ...+ a1z + ao con a; € 7
entonces plag y q|an,.
DEM.: Sustituyendo p/q en el polinomio y multiplicando por ¢"
np" 4 A 1p" rg F . a1pg™ 4+ agg™ = 0.
De esta igualdad se deduce

n—l) = _aoqn7

p(and™ t + an_1p" " 2q + ... a1q
q(an—1p"" " +...a1pg" "2 + apg" ') = —a,p™.

Por tanto, plagg™ y qla,p™. Como p y ¢ son primos entre si, por el teorema de Euclides
plao y glan. W

Ejemplo . Las tinicas posible raices racionales de P = 2z3 — 512 — 52 — 7 son +1/1,
+7/1, £1/2, £7/2. Algunos célculos pruebas que sélo 7/2 es verdaderamente una raiz, asi
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pues, P es divisible por x — 7/2, concretamente,

2 -5 -5 =7
T T 7

7/2
2 92 92 [0

implica P = (z — 7/2)(22% + 2z + 2). Ademds ésta es la factorizacién de P en Q[z], ya
que 2z2 + 2z + 2 no puede descomponerse en dos factores lineales porque no tiene raices

racionales.

El teorema fundamental del algebra se puede férmulas en términos de raices de poli-
nomios. Dos sencillas consecuencias de él y la Proposicién 3.1 son

Proposicién 3.4: Un polinomio de grado n en C[x| tiene n raices en C (contando
multiplicidades).

DEM.: Por el Teorema fundamental del algebra, un polinomio de grado n se descom-
pone como producto de n factores lineales en C[z], y segiin la Proposicién 3.1 cada uno de
ellos corresponde a una raiz. i

Proposicién 3.5: Si P € R[z] es irreducible, entonces gr P =1 6 gr P = 2.

DEM.: Veamos que si P € R[z] es irreducible su grado no puede ser mayor que dos.
Si P es irreducible no puede tener raices reales. Sea z una raiz compleja (no real) de P,
entonces Z (el conjugado) es también una raiz (porque P(z) = 0 = P(z) = P(z) = 0).
Por tanto Q@ = (z — z)(z — z) divide a P, pero Q = z? — 2zRez + |2/? € R[z] y si el
grado de P fuera mayor que 2, Q seria un factor no trivial de P en R[z], lo cual llevaria a
contradiccion. i

Los resultados de esta seccién reducen el problema de factorizar un polinomio en R[z]
o C[z] al cdlculo de sus raices. Los siguientes ejemplos estdn preparados para que dicho
calculo se pueda llevar a cabo.

Ejemplo 1. Factorizar P = z* — 16 en R[z] y en C[z].

Es claro que
P = (z? — 4)(z* + 4)

y como
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se tiene que

(z —2)(z + 2)(z* + 4) en Rlz]
(x —2)(z + 2)(z — 2¢)(z + 27) en C[z].

P
P

Ejemplo 2. Factorizar P = 3 + 222 + 2z + 1 en R[z] y Clx].

Segun la Proposicién 3.3 las unicas posibles raices racionales de P son 1 y —1. Es
facil comprobar que —1 es raiz y por tanto x + 1|P, concretamente

P=(z+1)(z®>+z+1).

Usando la formula de la ecuacion de segundo grado, se tiene

1 .
/—§+’§
P2+r+1=0 = =
\_l_iﬁ
2 2
Por tanto P factoriza como
P=(x+1)(z*+z+1) en Rz]
1 V3 1 V3
P=(w+1)(s+; - z%)(x+ ., +z§) en Clz].
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Hoja 8
1) Hallar med (2® + z* + 42 + 4, 23 — 322 + 42 — 2).
2) Sean P, P,, P tres polinomios primos entre si dos a dos (esto es, med (P, Pj) =1
si ¢ # j). Calcular med (P Pe, Py P3, PoP3) y mcm (P Py, Py P, P, Ps).

3) Hallar el maximo comiin divisor de P = z4+3z3+4x2+52+2 y Q = x3+322+32+2
y escribirlo en la forma AP + BQ.

4) Hallar polinomios A y B tales que A(z? +2x —2)+ B(z?+xz —1) = 1.

Opcional: Escribe un programa en tu lenguaje de programacién favorito que decida
si dos polinomios dados con coeficientes enteros son primos entre si.

5) Descomponer P = z* — 2 en producto de irreducibles en R[z] y después en C[z].
i Es irreducible en Q[x]?

6) Comprobar que n(n? + 1) con n € Z siempre es par y usarlo para demostrar que
P = 23 + 2 — 105'%% no tiene raices enteras. ;Tiene raices racionales?

7) Hallar todos los polinomios irreducibles de R[z].

8) Si x1, s, ..., %, son nimeros reales distintos y 1 < k < n, comprobar que
n
Pk _ H T Z;
Z;}C T — T4

es un polinomio que se anula en todos los x; excepto en zj donde vale 1.

9) En célculo numérico muchas veces es conveniente construir un polinomio que tome
los mismos valores que una funcién dada. Demostrar usando el problema anterior y con la
notacion alli introducida, que

P:y1P1+y2P2+---+ynPn
es un polinomio de grado menor que n tal que P(x;) = y; para 1 <i < n.

Nota: Este polinomio se llama polinomio interpolador. Existen varios algoritmos que
partiendo de los x; y los y; calculan sus coeficientes bastante rapido.

10) Demostrar que 23 — 3z + 3 sélo tiene una raiz real. Indicacién: Dibujar la gréfica.
11) Factorizar z* — 22 — 2 en R[z] y en C[z].
12) Hallar polinomios A y B tales que A(z? + 4z +1) + B(z®> + 3z + 1) = 1.

13) Sea P € R[z], P’ su derivada, D = mcd (P, P') y a un cero de P. Demostrar que
a es un cero simple de P < D(«) # 0.

14) Hallar un polinomio en R[z] tal que z = 1 4+ /—2 sea una de sus raices.

15) Decidir si 2* + 623 + 92 — 15, 25 — 6, 23 — 16 y 2* + 22% + 322 + 22 + 1 son
irreducibles en Q[x].

*16) Sea P=1+z+2z?+...+ 2" ! con n > 1. Demostrar que P es irreducible en
Q|z] si y s6lo si n es primo.
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Miscelanea.

El teorema fundamental del algebra, esencialmente afirma que con los niimeros complejos podemos
resolver todas las ecuaciones polinémicas. Se puede afirmar que la primera vez que esas entidades miste-
riosas llamadas nimeros complejos aparecieron en el mundo matemaético, fue en el siglo XVI al resolver
ecuaciones de tercer grado. Curiosamente la férmula de resolucién involucra a veces inevitablemente raices
de niimeros negativos en célculos intermedios, que mas tarde se pueden simplificar para obtener un nimero
real. Durante mucho tiempo los matematicos trataron los nimeros complejos con bastante desconfianza,
porque aunque permitfan hacer algunos calculos no parecfan tener ningin sentido.

Uno de los matematicos del siglo XVIII que manipularon con mayor soltura (pero todavia sin rigor)
los niimeros complejos fue el genial L. Euler (1707-1783), quien “demostrd” la férmula

e =cosx +isenz.

Aunque no fue exactamente asf como la dedujo Euler, esta férmula se puede obtener sustituyendo €%,
COS I y Sen x por sus respectivas series de Taylor. Nétese que tomando ' = T se obtiene

em"+1=0
lo cual es constituye una bella relacién entre cuatro de las constantes que mas veces aparecen en Matemadticas:
0,1, v/—1, e y 7. Utilizando que e*("®) = (€)™, se obtiene también la llamada férmula de De Moivre

cosnz + isennz = (cosx + isenz)”,

que es util para calcular senos y cosenos de miltiplos de dngulos. Es conveniente asociar a cada niimero
complejo @ + b7 el punto del plano (CL, b). Como este punto puede expresarse como (R COs o, Rsen Oé)

donde & es el 4ngulo que forma el vector (a, b) con el eje X positivo y R es su longitud, podemos escribir

a+ bi = Rcosa+ iRsena = Re*™.
Habitualmente se dice que R(COS a + 1 sen a) es la forma trigonométrica de @ + bi. También se escribe

a veces IR, y se dice que ésta es la forma polar de @ + bi. Con esta notacién es muy facil multiplicar (y
dividir y extraer raices de) niimeros complejos

. . 7 . i

Ry R, = Re'™ - R'e’™ = RR'¢!*t) = (RR)qpa.
Gracias a estas férmulas los matematicos fueron capaces de dar un significado a los nimeros complejos
identificdndolos con vectores del plano que tienen ciertas propiedades de dilatacién y rotacién al ser mul-
tiplicados. Curiosamente estos nimeros tan misteriosos que durante casi 300 afios parecieron entelequias
matemdticas, ahora son fundamentales para nuestro entendimiento del mundo fisico, concretamente, la
ecuacién de Schrodinger, en la que se basa la mecénica cudntica, es una ecuacién con coeficientes comple-
jos.

Todo nuestro trabajo e nuestra esperanca

estd en aventura e estd en balanga;

por buen comiengo espera omne la buena andanga;
a vezes viene la cosa, pero faga tardanza.

LBA, 805

A causa de las grandes dudas iniciales acerca del significado de los nimeros complejos, la primera
demostracién valida del teorema fundamental del algebra es relativamente tardia. De hecho, un matematico
tan ilustre como G.W. Leibniz (1646-1716) pensaba en 1702 que el resultado no era cierto, concretamente,
que el polinomio xzt + a* no se podia factorizar para ningiin @ como producto de polinomios de grado 1 6

2 en R[z]. Por otra parte, Euler, J.R. d’Alambert (1717-1783) y J.-L. Lagrange (1736-1813) dieron en el
siglo XVIII demostraciones incompletas del teorema y hubo que esperar hasta 1799 para que C.F. Gauss
(1777-1855) obtuviera la primera demostracién véalida. Més tarde, él mismo dio otras tres pruebas.
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Expondremos aquf la idea geométrica, o mas bien topolédgica (la topologia estudia las propiedades
invariantes por deformaciones continuas), que subyace a la demostracién del teorema fundamental del
algebra.

Sea P € C[Z‘] un polinomio de grado 7. Quizd multiplicando por una constante, podemos suponer
que su coeficiente de mayor grado es 1, esto es,

P=z"4a,_12" '+ a,_22" " 2... 4 a1z + ao.

Basta demostrar que P tiene siempre una rafz, ya que en ese caso P = (x — ’I“)Q con grQ =n-—1

y aplicando el mismo argumento repetidas veces sobre () se llega a una descomposicién de P en factores
lineales.

Siag = 0, P tiene a £ = 0 como rafz. Supongamos, por tanto, que ag # 0. Sustituyendo & por
R(cos a + isen ), se tiene

P = R™(cosna + isenna) + a,_1 R" !(cos(n — 1)a+isen(n — 1)a) + ... + ag-
Si R es muy grande (y positivo), el primer término domina sobre los otros y P es aproximadamente
(con poco error relativo) R™ (COS no + 1sen na), lo que cuando @ varfa entre 0 y 27 representa la
circunferencia centrada en (0, 0) de radio R™ (recorrida m veces). Por otra parte, si & = 0 se tiene que
P es ag. Es decir, €l conjunto {P(R(COS o+ 1sen a)) /0 <a< 271'} representa para J grande una

curva parecida a una circunferencia centrada en (0, 0) y de radio R™, y cuando R se acerca a 0, esta curva
se tiene que deformar hasta reducirse al punto ag 75 0. Est4 claro que en este proceso de deformacién

continua las curvas intermedias tienen que atravesar el cero, por tanto existe algin R y algin < para el

que P(R(COS o + 7sen a)) =0, o lo que es lo mismo, P tiene una rafz en C.

El teorema fundamental del dlgebra hace que sea trivial el estudio de la irreducibilidad en C[:E],

veremos ahora cémo el estudio de la irreducibilidad en Zp[.’li] no es en absoluto sencillo pero es 1util
para resolver algunos problemas aritméticos, concretamente demostraremos un resultado de P. de Fermat
(1601-1665) que enunciamos en el capftulo anterior: Si p > 2 es primo

P es suma de dos cuadrados < p — 1 es divisible por 4.

—1 ——1
Si a, b es una solucién de a?+b? = P entonces tomando médulo p y definiendo £ = ab = donde b

es el inverso de b en Zp

>+ =p = a®+2=0(p) = 22+ 1=0enZ,
Con esto hemos probado

P es suma de dos cuadrados = x> + 1 tiene una raiz en Lap.

Por otra parte, si 22 + 1 tiene una raiz, Tg, entonces p\x% + 1. Sea N la parte entera (sin decimales)
de \/1_7 Cuando evaluamos ZgZ — ¥ tomando 0 < z,y < N, algtn par de resultados deben ser

congruentes médulo p, ya que (Z,y) puede tomar en total (N + 1)2 > p valores. Asi pues digamos

que ZoZ1 — Y1 = ToT2 — Y2 (P) con 0 < 21,22,y1,¥2 < N y (£1,¥1) # (22,Y2). Definiendo
a=2x1—Tayb=1y; — ys se tiene que p|a2 + b2, ya que

al+b% = (1 —:L‘z)2 + (y1 —y2)2 = (zq —J;2)2 —i—mg(xl —a:z)z = (21 —a:2)2(1 +asg) =0 (p).

Por otra parte, como 0 < 1, Z2,Y1,y2 < N, (z1,y1) # (2, y2), se tiene que 0 < a’?+b% <2y,
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por tanto, p|a2 + b2 implica p = a? + b?. Con esto hemos probado

22 + 1 tiene una raiz en Zp = D es suma de dos cuadrados.

Asi pues hemos “reducido” un problema acerca de niimeros primos a otro de factorizacién de polinomios,
concretamente, sabemos que

D es suma de dos cuadrados < 22 4+ 1 no es irreducible en Zp.

Pero el problema de la irreducibilidad de polinomios cuadraticos en Zp no es en absoluto sencillo, de hecho
Euler no lo consiguié resolver y fue Gauss quien obtuvo una solucién completa. Sin embargo en el caso de

2® + 1 es posible dar una solucién breve contenida en el siguiente resultado que termina la demostracién
del teorema que enunciamos al principio

22 4+ 1 no es irreducible en Zyp < p — 1 es divisible por 4.

Demostraremos separadamente cada una de las implicaciones:

Si 2 4 1 es irreducible, por lo dicho anteriormente, p = a? + b%. Dando valores (médulo 4) se
tiene que para cualquier 1 entero T2 = 0,1 en Zy, por tantop = 0,1 6 2 (4), como p es impar la tnica

posibilidad es p = 1 (4) y por tanto 4 divide a p — 1.

Supongamos ahora que 4‘ p — 1, entonces p = 4k + 1. El pequeiio teorema de Fermat asegura que
P — T tiene p raices en Zy, (todas las clases) asf pues la factorizaciéon P — x = x(a:% + 1)(.’132k -1)
implica que x2k + 1 tiene 2k raices en Zp. Finalmente, tomando Xg = :Ulg donde Tg es una raiz de
22k 4+ 1 se tiene que X es raiz de £2 + 1 que por tanto no es irreducible.

Como ya hemos mencionado, Gauss dio una solucién completa al problema de la irreducibilidad de
polinomios cuadraticos en Z,,. El resultado clave es la llamada “Ley de reciprocidad cuadrética” que
afirma que para cada par de primos, p,q > 2

2

p—1
z2 — ¢ es irreducible en Z, < x° — (—1)"7 p es irreducible en Zj.

Gauss dio ocho demostraciones distintas de este resultado (recuérdese que dio cuatro del teorema funda-
mental del 4lgebra) lo cual no indica en absoluto que publicase sus resultados antes de que tuvieran forma
definitiva, ya que las diferentes demostraciones no fueron mejoras sucesivas de una original imperfecta,
sino que constituyen realmente visiones distintas del problema que en algunos casos han sido pioneras de
nuevas dreas de las Matematicas. Gauss sélo presentaba sus trabajos cuando éstos formaban una teoria
completa y perfeccionada, con lo cual a veces se atribuyen a otros matematicos resultados que él habia
obtenido con anterioridad. Su lema fue pauca sed matura (pocos pero maduros), lo cual contrasta con
el Publish or perish (publica o muere, es el nombre de una editorial) que parece imperar en el mundo
cientifico actual.

Quiérovos abreviar la mi predicacién,

que sienpre me pagué de pequeiio sermoén
e de duena pequena e de breve razon,

ca lo poco e bien dicho finca en el coracén.
LBA, 1606

Mejor cosa es al omne, al cuerdo e al entendudo,

callar do non le enpece e tiénenle por sesudo,

que fablar lo que non le cunple porque sea arrepentudo:
o piensa bien lo que fablas, o calla, fazte mudo.

LBA, 722
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4. Teoria elemental de Grupos

4.1. DEFINICION, SUBGRUPOS, EJEMPLOS

Como vimos en la seccién 1.4, un grupo, G, es un conjunto (no vacio) dotado con una
operacion cerrada, *, que cumple

i) * es asociativa: g* (hx f) = (g h) * f.
ii) Existe el elemento neutro: Yg € G Je € G/e xg=g*xe=g.

iii) Existe el elemento inverso: Vg € G 3g7 1 € G /g7t xg=g*g ' =e.

Cuando se quieren evitar confusiones con respecto a la operacién definida en el con-
junto, se suele escribir (G, x).

Se dice que el grupo es abeliano o conmutativo si ademds * es una operacién conmu-
tativa, es decir, g x h = h x g.

Observacion: Muchas veces se usa la notacién multiplicativa en los grupos, escribiéndose
g - h, o simplemente gh, en vez de g x h. Con esta notaciéon g" es una abreviatura para
g*xgx"VeSx gy g—" es el inverso de g". Pero en los grupos abelianos es mas frecuente usar

! respectivamente.

la notacién aditiva, escribiéndose g +h, 0y —g, en vez de gx h, ey g~
Ejemplo 1. (Z,+) es un grupo.
Ejemplo 2. (Z,-) no es un grupo (por ejemplo 2 no tiene inverso).
Ejemplo 3. (R — {0},-) es un grupo.
Ejemplo 4. Los giros alrededor del origen forman un grupo con la composicién. Si g,
denota el giro de a grados, entonces g, - g8 = ga+4-

Ejemplo 5. (S',-) es un grupo, donde S* = {z € C/|z| = 1} y - es el producto
habitual de nimeros complejos. Nétese que - es cerrada porque el producto de dos niimeros
complejos de mddulo 1 es también un nimero complejo de moédulo 1.

Ejemplo 6. (M, -) es un grupo, donde

M:{(Z _ab> con a®+b% =1, a,bER}

y - es el producto habitual de matrices. Requiere algunos célculos comprobar que la
operacién es cerrada y tampoco es totalmente evidente que exista el elemento inverso.

Maias adelante veremos que los ejemplos 4, 5 y 6 son “isomorfos”, es decir, los tres
grupos son el mismo salvo cambiar el nombre (la forma) de sus elementos. Esto permite
pasar informacién de cada uno de estos grupos a los otros. Por ejemplo, es bastante obvio

67



que g% = e tiene solucién en el ejemplo 4, para ello basta tomar como g el giro de 36°
(aplicado diez veces da la identidad); de hecho no es dificil ver que tiene diez soluciones (los
giros de dngulos 0-36°, 1-36°, 2-36°,...,9-36°). Sabiendo que los grupos de los ejemplos
5y 6 son “iguales”, esto permite concluir que 1 tiene diez raices décimas complejas de
médulo uno y, lo que es menos intuitivo, que hay exactamente diez matrices en M que
elevadas a la décima potencia dan la identidad.

Con los comentarios del parrafo anterior hemos querido ilustrar cémo la existencia de
una operacion que dé lugar a la misma estructura de grupo permite resolver problemas
aparentemente muy distintos. Por ello tiene sentido considerar en abstracto las propiedades
de los grupos para obtener resultados concretos en diferentes contextos.

Todos los grupos que hemos considerado en los ejemplos anteriores son abelianos.
Veamos algunos grupos no conmutativos:

Ejemplo 7. Las traslaciones y los giros (sin ningtin origen fijado) en el plano, forman
un grupo no abeliano. No es del todo sencillo “ver” que la composiciéon de dos giros
alrededor de puntos distintos es un giro (o una traslacién), pero no es dificil percatarse de
que la composicién de giros no es conmutativa en general. Por ejemplo, si g y h son giros
de 45° alrededor de O = (0,0) y O’ = (1, 0) respectivamente, es claro (con un dibujo) que
gh y hg trasladan O a puntos distintos y por tanto gh # hg.

Ejemplo 8. Un grupo no abeliano mas sencillo de visualizar es el grupo de movimientos
del plano que dejan invariante al tridngulo equildtero

C

AN

A B

No es dificil convencerse de que este grupo es G = {e, g1, g2, S1, S2, s3} donde g1 y ga son
giros de 120° y 240° (alrededor del centro del tridngulo) y si, s2, s3 son las simetrias que
tienen como ejes las alturas que pasan por A, B, C respectivamente. Para ver que el grupo
no es conmutativo veamos la accién de gis1 sobre el tridngulo ABC

C . B " C
glsl. AAB - AC’ - AA

A B

Mientras que el efecto de aplicar s;1g; es

B

C A
o AAB i)C'AA - AB

C
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por tanto g181 # S191-
Antes de seguir con otros ejemplos mas importantes, veamos dos definiciones sencillas:

DEFINICION: Se dice que un grupo es finito si tiene un mimero finito de elementos, en

caso contrario se dice que es infinito.

Recuérdese que el nimero de elementos de un conjunto (finito) se denomina cardinal
u orden. Sin embargo, si este conjunto tiene estructura de grupo, el término “cardinal”
apenas se usa, prefiriéndose hablar del orden de un grupo G denotdndolo (como en el caso

de conjunto generales) por |G|.

El tnico grupo finito en los ejemplos anteriores es el grupo de movimientos del plano
que dejan invariante el triangulo equilatero, su orden es 6.

Otros ejemplos importantes: Destacaremos tres grupos que por su sencillez e impor-

tancia apareceran continuamente en este capitulo

1) Z,, con la operacién suma es un grupo abeliano. Su orden es |Z,| = n. Dentro de
la teoria de grupos abelianos ocupa un lugar muy destacado, ya que se puede demostrar
que todo grupo abeliano finito se obtiene “uniendo” (en un sentido que se precisard més

adelante) varios Z,,.

2) Sea Z7 el conjunto formado por los elementos de Z,, que tienen inverso multiplica-

tivo. Zy, es un grupo abeliano con la multiplicacién.

Las tablas de grupo de Z4 = {0,1,2,3} y de Z} = {1,2,3,4} son

Z4 ZE’)
+ ] 07123 .| 12313
0 012 3 1 12 3 4
1 1230 2 2 41 3
2 2301 3 31 42
3 301 2 4 43 21

Obsérvese que ambas tablas son iguales haciendo los cambios 0 <+ 1, 1 <+ 2, 2 <+ 4
y 3 <+ 3. Se puede demostrar (pero no es ficil) que, en general, si p es primo los grupos
Zyp—1y Zy, son iguales salvo cambios de este tipo (hablando en rigor, son isomorfos). En
ese caso, la funcién que pasa de la tabla de Z;,_; a la de Z; “descoloca” muy bien las
clases y tiene ciertas propiedades especiales (su inversa es muy complicada de hallar si p
es grande) que hacen que sea muy 1til para codificar informacién.

Nota: Si n no es primo, los grupos Z,,_1 y Z}, son bien distintos, de hecho ni siquiera
tienen el mismo orden, por ejemplo, |Z7| = 7 pero Z§ = {1,3,5,7} = |Z§| = 4.
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3) Sea S, el conjunto formado por las funciones biyectivas o : {1,2,...,n} —
{1,2,...,n}, estas funciones se llaman permutaciones porque su efecto es intercambiar

(permutar) los nimeros de 1 a n. S,, es un grupo tomando como operacién la composicién
de funciones. El elemento neutro corresponde a la funcién identidad, Id. Una permutacion
o € S, se suele representar mediante la matriz

Por ejemplo, (1 23

9 1 3> € S3 es la permutacién que intercambia 1y 2 y deja 3 fijo. No

es dificil comprobar que S,, es un grupo de orden |S,| = n! y que no es abeliano si n > 2
(S2 es trivialmente abeliano). Por ejemplo, para las permutaciones o, 7 € S3 definidas por

(1 2 3 (1 2 3
7=\2 1 3 ™=\1 3 2

se cumple

(1 2 3 (1 2 3
9T=\2 3 1 TM=\3 1 2/

Recuérdese que o7 significa o o 7, es decir, hay que aplicar primero 7 y después o sobre
el conjunto {1,2,3}. Para componer dos permutaciones es ttil hacerse un diagrama con
flechas de la accién de cada uno de ellos, en nuestro caso

1-1..1 1,1-1
oT: 2 2X2 = 07':(; g i’) TO : 2X2 2 = TO’=<; 2 3).
3N 3-3 3— 313
T O o T

(S
[\]

Para hallar el inverso de una permutacién basta seguir las flechas en sentido contrario, por
ejemplo, el inverso de o7 es

Nétese que (07)~! coincide con 771071,
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Veamos ahora algunas definiciones. La primera intenta dar la nocién de un grupo

contenido en otro.

DEFINICION: Se dice que un subconjunto no vacio, H, de un grupo G es un subgrupo
de G si
1)g,he H = ghe H 2)geH = g 'cH.

A veces se escribe H < G o H < G o simplemente H C G para indicar que H es un
subgrupo de (. La primera notacién puede dar lugar a confusiéon porque G es un subgrupo

de si mismo.

Ejemplo 1. H; = {0,2,4} es un subgrupo de Zg.

Ejemplo 2. Hs = {Id, (; ? g) } es un subgrupo de S3.

Ejemplo 3. Hz = {1,3,9} es un subgrupo de Zis.
DEFINICION: Si H es un subgrupo de G, al nimero [G : H] = |G|/|H| se le llama
indice* del sugrupo.

Mas adelante demostraremos que el indice es siempre un entero, lo cual no es en
absoluto evidente. Como un reto (bastante dificil) para el lector, sugerimos que intente
probar esta propiedad.

Ejemplo . En los ejemplos anteriores se tiene
6 3! 12

[ZGZHI]:§:25 [53:H2]:§.:3, [ZT3H3]:§:4

Las condiciones 1) y 2) en la definicién de sugrupo se pueden reducir a una sola. Esto
no es algo demasido importante, pero lo demostraremos para ejercitarnos en el manejo de
la definicién de subgrupo.

Proposiciéon 1.1: Un subconjunto no vacio, H, es un subgrupo de G si y sélo si
h1h2_1 € H para todo hy,hy € H.

DEM.:

=) Dados hi,hy € H,2) = hy' € Hy 1) = hihy " € H.

Normalmente se define el indice como el cardinal de cierto conjunto cociente (de clases de equivalencia) y
después se prueba que coincide con la férmula aqui dada; no obstante, para no complicar la exposicién en esta
incursién tan breve en la teoria de grupos, preferimos comenzar con esta definicién menos conveniente pero mas

operativa y féacil de entender.
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<) Tomando hy = ho, h1h2_1 € H= e € H,tomando ahorahy =e€ Hyhy=g€ H
arbitrario, se tiene g~! € H, es decir 2). Ahora si h~! € H para todo h € H, tomando
hi=g€ Hyhy=h"'e€H,seconcluye g(h~')"! = gh € H, estoes, 1). W

Ejemplo . Si 7 = <; g ‘3), entonces S = {Id, 7} no es un subgrupo de S3 porque

L (1 2 3
Idr _<3 L5 )Es.

DEFINICION: Sea S un subconjunto no vacio de un grupo G. Se dice que H es el
subgrupo generado por S, y se escribe H = (S), si H es el menor subgrupo de G (en el

sentido de la inclusion) que contiene a S.

Observacion: No es dificil convencerse de que

(S)z{glgg...gr/gi ESégi_l € S},
pero esto puede ser de poca ayuda a la hora de calcular (S) (sobre todo en grupos no
abelianos infinitos o de orden muy grande) porque no hay ninguna cota a priori para la
longitud méxima, r, de los productos gi193...9,. Es decir, un conjunto pequeno puede

generar un subgrupo grande e incluso infinito.

Nota: Como S es un conjunto, si lo representamos de forma explicita citando sus
elementos, debiéramos escribirlos entre llaves, pero habitualmente se suprimen para mayor
simplicidad de la notacién.

Ejemplo 1. Si S es como en el tltimo ejemplo, (S) = {Id, 7, 7~!}. En cierto sentido,
771 es lo tinico que le falta a S para ser un subgrupo.

Ejemplo 2. Hallar H = (13) en Z3,.

Como 13 € H, entonces 13-13 =16€ H = 13-16 =4c H = 13-4=1¢€ H. Es
decir, {1,4,13,16} C H pero este conjunto es ya un subgrupo (ejercicio: comprobarlo) por

Ejemplo 3. Hallar H = (0, 7) en S3, donde

(1 2 3 (1 2 3
7=\2 13) Y TT\1 3 2/

Nétese que 02 = 72 = Id. Para generar nuevos elementos de H multiplicamos o y 7
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entre si, obteniendo

1 2 3 1 2 3
(77—(2 3 1)€H y ’7'0'—<3 1 2>€H.

Por tanto {Id, o, 7,07, 70} C H. Como H C S3y |S3| = 6, H sélo puede tener un elemento
mas. Un célculo prueba

(1 2 3
0'7'0'—321,

y se tiene H = S3.

Como hemos visto, la palabra “orden” cuando se aplica a grupos significa el cardinal,
pero cuando se aplica a un elemento de un grupo su significado es aparentemente bien
distinto.

DEFINICION: Si G es un grupo finito, el orden de g € G es el menor entero positivo,
n, tal que g" = e.
Observacion: Nétese que el orden de g € G coincide con el orden del subgrupo generado

por g, de ahi que se use la misma terminologia.

La misma definicion sirve para grupos infinitos, pero en ellos la existencia del orden
de un elemento no estd asegurada, por ejemplo, en (R — {0}, -), tenemos que 3 € R — {0}
pero 3" # 1 para cualquier entero positivo, n. En este caso se dice que el elemento tiene

orden infinito.
El siguiente sencillo resultado implica que esto no puede ocurrir en grupos finitos.

Proposiciéon 1.2: Sea G un grupo finito y sea g € G, entonces para algin entero
positivo, n, se tiene g" = e.

Observaciéon: La proposicién también se puede formular diciendo que cada elemento
de un grupo finito tiene siempre orden finito.

DEM.: Como G es finito, hay elementos iguales en la sucesién
9t 9% 6% 9% 9", -
pero g" =g conm>n=g"""=ec. N

Incluso un resultado tan elemental como éste sirve para ilustrar la versatilidad de la
teoria de grupos. La proposicién anterior se transforma en un teorema aparentemente

diferente para cada grupo.

Ejemplo 1. Demostrar que existe una potencia de 2 (# 2°) que deja resto 1 al ser
dividida por 85.
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Hay que probar 27 =1 (85), es decir 2" =1 en Z}%; (2 € Z%; porque 2 y 85 son primos

entre si) y esto se deduce de la proposicién con G = Z§;.

Ejemplo 2. Cualquier permutacion de los elementos de un conjunto ordenado A =

(ay,a9,...,ay,), si la aplicamos cierto nimero de veces deja dicho conjunto invariante.

Esto es una consecuencia de la proposiciéon con G = S,,.

4.2. HOMOMORFISMOS, NUCLEO E IMAGEN

Una vez que hemos definido los grupos como conjuntos que tienen una estructura

especial, es natural considerar funciones que preservan esa estructura; es decir, las funciones

que transforman grupos en grupos.
DEFINICION: Sean Gy G' grupos, decimos que una funcién ¢ : G — G’ es un
homomorfismo de grupos si para todo g1,gs € G se cumple ¢(g192) = ¢(g1)P(g2)-
#(g1)9(g2), utilizamos la operacién
2). Estas operaciones

Observacién: Nétese que en la igualdad ¢(g192) =
de grupo de G para calcular g1g2, y la de G’ para calcular ¢(g1)¢(g

pueden ser bien distintas.
No es dificil comprobar (ejercicio) que si ¢ : G — G’ es un homomorfismo de grupos,
se cumple ¢(e) = €', donde e y e’ son los elementos neutros en G y G’ respectivamente.
También se cumple ¢(g7 1) = (¢(g)) L.
Ejemplo 1. La funcién ¢ : Z¢ —> Zg definida por ¢(T)

= 2z es un homomorfismo,

porque
p@T+Y) =2@+y)=22+2y )+ o(y) =2z + 2y.

Ejemplo 2. La funcién ¢ : Zg — Zg definida por ¢(Z) = Z2 no es un homomorfismo

porque, por ejemplo,
d(1+2)=¢(3)=9=3 pero ¢(1)+¢(2)=1+4=5.

Ejemplo 3. La funcién ¢ : Zy — S4 definida por
— - 1 2 3 4
=1y sm=a=(y 5 7 })

es un homomorfismo. Para comprobarlo basta observar los siguientes calculos

)6(0) = 3
60 =0 I+1

é(
= ¢(

¢(0 +0)

¢(1+

OI
OI
Il
e
<
|/\|
_|_
— =
Il
=
=
e
Il
Q

P—‘l
Ol
=
|

No es dificil comprobar (ejercicio) que que la composicién de dos homomorfismos es

también un homomorfismo.
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Al igual que distinguiamos funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas; hay defini-
ciones andlogas para los homomorfismos, pero suelen utilizarse nombres diferentes.

DEFINICION: Un homomorfismo ¢ : G — G’ se dice que es:

i) Un monomorfismo si ¢ es una funcién inyectiva.

ii) Un epimorfismo si ¢ es una funcién sobreyectiva.
iii) Un isomorfismo si ¢ es una funcién biyectiva.

DEFINICION: Si existe un isomorfismo ¢ : G — G’ se dice que los grupos G y G’ son
isomorfos y se suele escribir G = G'.

Hay dos conjuntos que estan estrechamente relacionados con la clasificacién anterior
de homomorfismos, ambos estan recogidos en la siguiente definicién.

DEFINICION: Se llama niicleo de un homomorfismo ¢ : G — G', al conjunto

Nucop ={g € G/¢(g) =¢'}

donde €' es el elemento neutro de G', y se llama imagen de ¢ a ¢(G), es decir, al conjunto
Im¢p ={g' € G' /g’ = #(g) con g € G}.
Nota: Otra forma bastante extendida para designar el nicleo es Ker ¢.

Obviamente un homomorfismo ¢ : G — G’ es un epimorfismo si y s6lo si G’ = Im ¢.
Por otra parte, se puede comprobar que ¢ es un monomorfismo con el siguiente resultado

Proposicién 2.1 : Un homomorfismo, ¢, es un monomorfismo si y sélo si Nuc ¢ = {e}.
DEM.:

=) Si no se cumpliera Nuc ¢ = {e} entonces existiria g # e tal que ¢(g) = ¢’ = ¢(e)
y por tanto ¢ no seria una funcién inyectiva.

<) Si ¢ no fuera una funcién inyectiva, existirian g; # g, tales que ¢(g1) = ¢(g2), y
L -1 _ _ _ .
esto implica ¢’ = ¢(g1)(¢(92)) = d(91)b(92 1) = d(g195 ) ¥y como gigy ~ # e, se tiene

Nuc ¢ # {e}. B

Proposicién 2.2: Si ¢ : G — G’ es un homomorfismo entonces Im ¢ es un subgrupo
de G' y Nuc ¢ es un subgrupo de G.

DEM.: Notese que

hi,ho €Im¢ = hy = ¢(g1), ha = ¢(g2) = hihy' = ¢(g195") € Im¢.

También se tiene

91,92 € Nucp = ¢(g1) = d(g2) =e = ¢(g195 ") =€ = gig; € Nuco.

Por la Proposicién 2.1, esto prueba el resultado. W
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Ejemplo 1. El homomorfismo ¢ : Zg — Zg definido por ¢(T) = 2z no es un monomor-
fismo porque 3 € Nuc ¢ (ya que 2-3 = 0 en Zg). Dando valores a ¢ se comprueba

Nuc ¢ = {0, 3} Im ¢ = {0, 2,4},
como Im ¢ # Zg tampoco es epimorfismo. Nétese que Im ¢ y Nuc ¢ son subgrupos de Zg,
tal como asegura la Proposiciéon 2.2.

Ejemplo 2. En la primera seccién habiamos considerado el grupo de giros alrededor
del origen y el grupo de niimeros complejos de médulo uno, llamemos a estos grupos G 'y G’
respectivamente y consideremos la funcién ¢ : G — G’ definida por ¢(g,) = cos a+isen «
donde g, es el giro de dngulo . Veamos que ¢ es un isomorfismo y por tanto G = G'.

i) Es un homomorfismo, porque

?(9a98) =9(9a+p) = cos(a + B) + isen(a + B)
#(ga+p) =(cos a + isen a)(cos f + isen f3)

=(cosacos B — senasen ) + i(sen « cos B + sen 5 cos )

y las formulas de adicién para cos y sen implican ¢(go98) = #(90)9(9s)-

ii) Es un monomorfismo, porque

gda € Nucop & cosa+isena =04 a = 360°k < g, = e.

iii) Es un epimorfismo, porque |z + iy = 1 = 22 +4y*> = 1 = (z,y) pertenece a
la circunferencia de radio uno = x = cosa, y = sen« para algin «. Con esto hemos
demostrado que para cualquiere nimero complejo de moédulo uno, x + 7y, existe « tal que
#(ga) = = + iy, por tanto Im¢p = G’

Ejemplo 3. También se puede comprobar que si G es como en el ejemplo anterior y
G" es el grupo de matrices introducido en el ejemplo 6 de la primera seccién, la funcién
¢ : G — G" definida por

sen « COS ¢

Sas) = (cosa —sena)

también es un isomorfismo.

Ejemplo 4. La funcién ¢ : Zg — Z definida por ¢(Z) = 2° es un epimorfismo pero
no un monomorfismo. Notese que no es claro que ¢ sea una funcion bien definida ya que,
por ejemplo, 1 =9 en Zg y esto define ¢(1) simultdneamente como 2' y 2’

i) ¢ est4 bien definida: Si T =7 en Zg tenemos que probar que 2° = 2" en Zf. T =7

=>a::y+8k,yc0m0§8:1enZE,setieneiS:TenZgyix:§
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ii) ¢ es un homomorfismo porque
pE+y)=2"" =272 p@em) =2" 2"
iii) ¢ es un epimorfismo porque 1 = ¢(0), 2 = ¢(1), 3 = ¢(3), 4 = ¢(2), asi que
Im¢ D Z; = Im¢ = Z5.
iv) ¢ no es un monomorfismo porque, por ejemplo, ¢(0) = $(4). De hecho, se tiene
que Nuc ¢ = {0,4}.

Ejemplo 5. El homomorfismo ¢ : S,, — S,4+1 que pasa cada permutacién de
{1,2,...,n} a otra de {1,2,...,n,n + 1} que actia de la misma manera pero dejando
fijo n + 1, es decir

(ot ot o) o)) =(otty o) ot 5 oty i)

es un monomorfismo pero no un epimorfismo.

Ejemplo 6. El homomorfismo ¢ : Z% —» Z? definido por ¢(Z) = Z* no es un monomor-
fismo, ya que —1 = 6 € Nuc ¢. Sin necesidad de hacer ningtin cdlculo més, se puede concluir
que ¢ no es un epimorfismo, ya que si lo fuera ¢(Z%) = Z% = ¢(Z% — {1,6}) D Z* — {1}
(porque ¢(1) = ¢(6) = 1) y esto es imposible porque Z% — {1,6} tiene cuatro elementos y
Z% — {1} tiene cinco elementos.

5

Ejemplo 7. El homomorfismo ¢ : Z% — Z% definido por ¢(Z) = Z° es un isomorfismo.

Para comprobarlo basta observar la tabla de valores
p(1)=1, ¢(2)=4, 43)=5 ¢@d)=2 ¢(5)=3, ¢ =6;
de la que se deduce Im ¢ = Z% y Nuc ¢ = {1}. Los isomorfismos, como éste, de un grupo

en si mismo se llaman automorfismos.

4.3. SUBGRUPOS NORMALES, GRUPO COCIENTE

Los conceptos subgrupo normal y grupo cociente suelen ser los mas dificiles de entender
para el principiante en la teoria de grupos. Por ello no estd de méds comenzar con algunas
consideraciones elementales y ejemplos.

Recordemos primero cémo habiamos definido Z,,, por ejemplo Z3. Los elementos de
Zs son 0, 1 y 2. Cada uno de ellos es en realidad una clase de equivalencia que contiene
a infinitos enteros. Asi se tiene 1 = {1,4,7,...,—2,—5,...} o de forma maés breve, pero
poco rigurosa, podemos escribir 1 = 1+ 3Z. Cada niimero entero es un elemento de alguna

z= Ja+3z= |J @

a=1,2,3 a=1,2,3

clase, concretamente
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De modo que podemos entender que Zg es el resultado de “factorizar” (descomponer) Z en
tres clases de equivalencia, donde la relacién viene dada por el grupo 3Z. Por ello muchas
se usa la notacién Z/3Z en lugar de Zs.

Después del ejemplo anterior, se deduce que Z,, es en realidad como el grupo de los
enteros salvo sumar elementos del grupo nZ. Dado un grupo general, GG, con la estructura
multiplicativa esto sugiere intentar “factorizarlo” definiendo lo que llamaremos el grupo
cociente por un subgrupo, H, y que consiste en considerar los elementos de G salvo multi-
plicar por elementos de H. Sin embargo, por algunos problemas técnicos que sélo aparecen
en grupos no abelianos, el grupo cociente puede no existir para muchos de los subgrupos,
lo que provoca que la situacion sea mucho mas complicada que en el caso de Z,,.

Insistiendo en la idea de que @ € Z3 es “igual” a a € Z salvo sumar un elemento de
3Z, tratemos de copiar la misma definicién cambiando Z por G, 3Z por un subgrupo, H,
de G y la operacién + por la operaciéon - de GG. El analogo de Z3 vendria dado ahora por
la siguiente definicién

DEFINICION: Sea H un subgrupo de G, se llama conjunto de cogrupos por la izquierda

y se denota por G/H, al conjunto cuyos elementos son [g] = gH con g € G.

Observacion: Con gH se quiere indicar el conjunto obtenido al multiplicar g por cada
elemento de H. Noétese que diferentes elementos g pueden dar lugar a la misma clase (igual
que en Zsz se tiene 2 = 5).

Nota: Como veremos mas adelante, la notacién G/ H tiene cierta ambigiiedad, por ello
algunos autores escriben (G/H);. También otros nombran este conjunto como coclases por
la izquierda o simplemente clases por la izquierda. Todas estas notaciones son equiva-

lentes.

Quiza el lector esté un poco sorprendido porque hemos llamado “clase” al conjunto
[9] = gH. La razon es la siguiente

Proposicion 3.1: Dado un grupo G y H uno de sus subgrupos, la relacion g1 Rgo
(con g¢1,92 € G) definida por g1Rgs < g1 € g2H, es de equivalencia, y sus clases son

9] =gH.

calcular gH para todos los g € G se tiene

o poasn Mg llogs
GH}_ =116} BH}_{’} ZH}_{’}

Por tanto s6lo hay tres cogrupos (o clases) distintos [1] = [6], [2] = [5] y [3] = [4]. Asi pues
G/H = {[1],[2], [3]}-
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El principal problema técnico es que también se puede dar una definiciéon para zurdos
(;o0 diestros?) de los cogrupos, y si el grupo no es abeliano no tiene por qué coincidir con
la anterior. Esto causa que habitualmente los cogrupos no sean un grupo, lo que reduce

su interés.

DEFINICION: Sea H un subgrupo de G se llama conjunto de cogrupos por la derecha

y se denota con H\@G, al conjunto formado por las clases [g| = Hg con g € G.

Nota: De nuevo, otras notaciones para referirse a H\G son coclases por la derecha o

simplemente clases por la derecha. También se escribe a veces (G/H)g4.

El andlogo de la anterior proposicién también se cumple en este contexto definiendo
91R g2 (COII g1,92 € G) como g € Hgs.

Recuérdese que en una relacién de equivalencia las clases definen una particion del
conjunto, asi pues podemos escribir

G= Ul v &= [l

lgle H\G l9]eG/H

Cada clase contiene |H| elementos distintos (por ser de la forma gH 6 Hg), si denotamos
por |G/H| y |H\G)| el cardinal de los cogrupos por la izquierda y por la derecha, de las
igualdades anteriores deducimos el siguiente resultado

Proposicién 3.2: Para todo subgrupo H de GG, se cumple
|G| = [H|-[H\G|  |G|=|H| |G/H]|.
Observacién: Nétese que esto implica que los cardinales de G/H y de H\G son iguales

y coinciden con el indice [G : H], lo cual se toma habitualmente como su definicién. En
particular, el indice es siempre un entero (positivo).

Una consecuencia importante del resultado anterior es

Teorema 3.3 (Teorema de Lagrange): FEl orden de un subgrupo divide al orden
del grupo, y el orden de un elemento divide al orden del grupo.

Observacion: Obsérvese que la segunda parte del teorema se deduce de la primera
porque un elemento de orden n genera un subgrupo de orden n.

Ejemplo . En Z,, 2 tiene orden 6, 3 tiene orden 4, 4 tiene orden 3, etc. Todos estos
6rdenes dividen a |Zqo| = 12.

Observacion: Para hacer notar la profundidad del teorema anterior, obsérvese la si-
guiente cadena de implicaciones que demuestra en una linea el pequeno teorema de Fermat
a partir del Teorema de Lagrange

_ 1 _ T = -1 _ - —
Zyl=p—1=a’" " =1VacZ,=a" =1(p)sipfa = o’ =a (p).
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También el teorema de Euler-Fermat admite una brevisima demostracion a través del
teorema de Lagrange si suponemos conocido |Z%| = ¢(n).

2| = ¢p(n) = a?™ =1 VaeZ: = a*™ =1 (n) siay n son primos entre si.

Hasta ahora hemos conseguido definir unos conjuntos un tanto extranos que permiten
“dividir” G a través de H. Al igual que en Z al factorizar por el subgrupo 3Z obtenemos
un nuevo grupo, Zs, la idea de todo este procedimiento es que el resultado de dividir G
por H debiera ser otro grupo. Resulta que esto no es asi en general, a veces G/H y H\G
son grupos y a veces no. Veamos la situacién sobre dos ejemplos.

Ejemplo 1. Tomemos G = S3 = {Id, 01, 03,03,04,05} y H = {Id, 01} donde 01,03, 03
son las permutaciones que dejan fijo 1, 2 y 3, respectivamente e intercambian los otros dos
elementos y

Algunos calculos prueban que

IdH osH

0'4H

O'2H

—H={Id,o
} {Id, 01} oM

} = {o2,05} } = {03,04}.

O'1H

Por tanto los cogrupos por la izquierda son G/H = {[Id], [02], [o3]}-

La tnica operacién que tenemos es la de de G asi que uno debiera definir la multipli-
cacién en G/H como

[o] - [7] = [o7].
Por tanto, como o903 = 04, tendria que cumplirse
[02] - [o3] = [0203] = [04] = [o73],
y esto implicarfa que [o2] es el elemento neutro, lo cual no es cierto ya que [o2] # [Id].
Otra manera de obtener una contradiccién, todavia mas evidente, es notar [os| = [o5] ¥y
entonces o903 = 04 y 0503 = o1 implican simultdneamente
[o2] - [o3] = [o4] = [os],  [o2] - [o3] = [o1],

Por tanto la operacion ni siquiera esta bien definida, el resultado depende de los represen-

tantes que elijamos para representar cada clase.

Veamos ahora como en el ejemplo que dimos tras la Proposicion 3.1 todo parece
funcionar bien.
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Ejemplo 2. Recuérdese que si G = Z% y H el subgrupo H = {1,6}, entonces G/H =

{[1],[2], [3]}. De nuevo, la operacién que podemos definir en G/H viene dada por
=] - [9] = [z7].
Con algunos ejemplos parece que la definiciéon de esta operacion es adecuada y que, por
tanto, G/H hereda todas las propiedades de grupo de Z%. Asi por ejemplo, [2] = [5] y se
tiene
2]-B]=1[6]=[1], [5] [3]=[15] = [1].

Obviamente la operacién en G/H es conmutativa, asi que la tabla de multiplicacién en
G/H queda totalmente determinada por

1] - [1] =[1] [1]- 2] =[2] 1] - [3] =[3]
21-RI=[ =3B [2-Bl=6l=[1  3]-B=2

Con esta tabla no es dificil deducir de que G es un grupo de tres elementos generado por

[2] y por tanto isomorfo a Zg.

Si uno es capaz de superar la abstraccion de todas estas definiciones, no es dificil
percatarse de que esta situacion tiene algo que ver con la conmutatividad. Obsérvese que
si G es conmutativo, no hay ninguna dificultad en definir [g1]-[g2] como [g192], porque (véase
la definicién de las clases) g1 H -go H = g1g2 H. Sin embargo si G no es conmutativo pudiera
ocurrir (como en el primer ejemplo) que g1H - goH # g192H. Este mismo razonamiento
sugiere que s6lo es necesaria la conmutatividad con H, esto es, lo necesario para escribir
Hgs = g2H, y por tanto que G/H va a tener una estructura de grupo sin mas que tomemos
H de manera que los elementos de G conmuten con él. Eso nos lleva a la definicién
fundamental de esta seccién

DEFINICION: Si G es un grupo, se dice que un subgrupo, H, es un subgrupo normal

de G si para todo g € G las clases de g por la derecha y por la izquierda coinciden, es
decir, si gH = Hg.

Proposicién 3.4: G/H es un grupo (con el producto de clases [g1] - [g2] = [g192]) si
y s6lo si H es un subgrupo normal de G.

DEM.: =) Si H no fuera normal, existiria g tal que gH # Hg, por tanto existiria
h € H tal que ghg~! ¢ H, o lo que es lo mismo, [ghg~!] # [e]. Lo cual contradice la
cadena de igualdades

lghg™*] = [g][Pllg™"] = [gllellg™"] = [geg~"] = [e]-
<) Basta demostrar que la operacién [g1][g2] = [g192] estd bien definida, es decir, que

[91] = [91), lg2]l = [92], = [9192] = [9195])-
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Si esto se cumple, las propiedades de grupo de G implican las correspondientes de G/H;;
por ejemplo, [e] es el elemento neutro, [g7}] es el inverso, etc.

Si [g1] = [91] ¥ lg2] = [g5], entonces g1H = g1H y goH = g5H. Ademés, como H es
normal gbH = H g4, por tanto

[9192] = 9192H = g195H = g1Hgy = g1 Hgy = 9195 H = [9195]-
Lo cual completa la demostracién. |

DEFINICION: Si H es un subgrupo normal de G, entonces al grupo G/H (que coincide
con H\G) se le llama grupo cociente.

Observacién: Segin la Proposicién 3.2 el orden de G/H es [G : H| = |G|/|H|.

Nota: Como ya hemos comentado con anterioridad, hay una leve ambigiiedad en la
notacién, porque el mismo simbolo, G/H, sirve para designar el grupo cociente (lo que
requiere que el subgrupo sea normal) y los cogrupos a la izquierda (que existen para

cualquier subgrupo).
Hay una manera equivalente a la definicion de comprobar si un subgrupo es normal

Proposicién 3.5: H es un subgrupo normal de G < g~*hg € H para todog € G y
todo h € H.

DEM.: Nétese que g~'hg € H Vh € H equivale a g~'Hg C H y por tantoa Hg C gH.
Como g es arbitrario, tomando en su lugar g~—! también se tiene gHg~! C H, de donde
gH C Hg. Estas inclusiones equivalen a gH = Hg, o lo que es lo mismo, a que H es

normal. Wi
De aqui o de la propia definicion se deduce
Corolario 3.6: Todo subgrupo de un grupo abeliano es normal.
Ejemplo 3. Del corolario se deduce que el subgrupo del ejemplo 2 es normal.

Ejemplo 4. El subgrupo H de S3 del ejemplo 1 no es normal, ya que tomando g = o3
g 1Hg = 03_1H03 = 03_1H03 = o3{ldoy}o3 = {0303,030103} = {Ido2} # H

lo que contradice la conclusiéon de la Proposicion 3.4.

Ejemplo 5. Con la notacion del ejemplo 1, el subgrupo H= {Id, 04, 05} es un subgrupo
normal de Ss.

Si g =1d, 04,05, entonces ¢g,g~ ! € H y por tanto se tiene

g_lfIg:H.

82



Si g = 01, 09,03, entonces g = g~ ! y se reduce a un célculo el comprobar

01_1H01 ={Id, 010401,010501} = H

02_1H02 ={Id, 620409,020502} = H

03_1H03 ={Id, 030403,030503} = H.

1 y 2 no es un subgrupo normal, porque tomando, por ejemplo, o = se

Ejemplo 6. Elsubgrupo de S4, H = {Id, 7} donde 7 es la permutaci6 1que2 int3erc2 bia
(ﬂ2 43 115l

tiene

1 1 1 2 3 4
o "Ho={o" 0,0 TO'}—{Id,<4 5 3 1)};&11

Nota: Como curiosidad diremos que hay un teorema que afirma que para n > 4, S,, solo
tiene un subgrupo normal aparte de {Id} y de él mismo.

Ya hemos comentado que la definicién del grupo cociente G/H estd motivada por la
idea de “factorizar”, en el sentido de subdividir, un grupo. Por otra parte, si tenemos un
homomorfismo ¢ : G — G’ podemos subdividir G en las clases de elementos que tienen la
misma imagen. Ambas ideas se conjugan en el siguiente teorema que implica que muchas
veces los grupos cocientes son isomorfos a otros grupos menos misteriosos.

Teorema 3.7 (del isomorfismo): Si¢: G — G’ es un homomorfismo de grupos,
entonces Nuc ¢ es un subgrupo normal de G y existe un isomorfismo

®:G/Nucp — Imo
dado por ®([g]) = ¢(g)-
Noétese que, intuitavemente, lo que afirma el teorema es que podemos transformar
cualquier homomorfismo en un isomorfismo quitando de G’ lo que no estd en la imagen

(para que sea epimorfismo) y “quitando” de G (en algin sentido) lo que estd en el niicleo

para que sea monomorfismo.

DEM.: Veamos primero que Nuc ¢ es un subgrupo normal de G. Basta demostrar que
g 'hg € Nuc ¢ y esto es consecuencia de las siguientes implicaciones

¢(h) =€ = (0(9) '6(M)¢(9) =¢ = b9~ hg) =€ = g~ 'hg € Nuc¢.
Si [g1] = [g2] entonces go € g1Nuc¢ y por tanto go = g1h con h € Nuc¢, asi pues,

®([g2]) = d(g1h) = P(g1)d(e) = éd(g1) = ®([g1]) y se tiene que @ estd bien definida. Por
otra parte, es claro que ® es un homomorfismo porque ¢ lo es.
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Como los elementos de Im ¢ son de la forma ¢(g), ® es obviamente un epimorfismo.
También es un monomorfismo porque Nuc¢ = {[g] /¢(9) = ¢’} = {[g] /g € Nucg} =
{[e]}. Asi pues, @ es un isomorfismo. W

Ejemplo . Comprobar el teorema del isomorfismo para ¢ : Ziyg —> Z7, definido por
¢(Z) =10".
Recordando la definicién de nicleo e imagen, tras algunos célculos se tiene

Im¢ ={g €23}, /7=10" con T € Z10} = {1,10}.

Como Z¢ es abeliano, Nuc ¢ es un subgrupo normal, ademads se tiene

0+H,2+H,4+H 1+H,3+H,5+H) _ __ _ _
_ _ =H _ _ =1{1,3,5,7,9}
6+H,8+H T+ H9+H

por tanto

G/Nuc g = {[0],[T]}.
Los grupos G/Nuc ¢ y Im ¢ son claramente isomorfos enviando [0] a T y [I] a 10. Este es
justamente el isomorfismo, ®, que aparece en el teorema

S([0) =90 =T  &([T) = $(T) = T0.

4.4. GRUPOS CICLICOS, GRUPOS DE PERMUTACIONES, GRUPOS DIEDRICOS

En esta seccién estudiaremos tres familias de grupos que incluyen muchos de los
ejemplos vistos hasta ahora. Para mayor claridad distinguiremos tres subsecciones corre-
spondiendo a cada una de estas familias.

1. Grupos ciclicos:

DEFINICION: Se dice que un grupo, G, es ciclico si puede generararse con un solo
elemento, es decir, si existe g € G tal que {(g) = G.

Obsérvese que (g) sélo contiene a la identidad y potencias de g y de g~!. Por tanto
si G es ciclico

G=(9)=1{9"/nel}
donde hemos usado el convenio de notacién ¢g° = e, g=" = (¢g~1)". En particular, todo
grupo ciclico es abeliano. También es facil comprobar que todo subgrupo de un grupo ciclico
es también ciclico.
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(1) = Zp. Un argumento similar demuestra que Z también es ciclico (los negativos se

pueden obtener a partir de 1 tomando el inverso, que es —1).

Ejemplo 2. Z} es ciclico, porque 2'=3,2°=4,2°=3, ' =1 implica (2) = Zi.

Ejemplo 3. Z7, es ciclico. Recuérdese que Z7, estd formado por las clases, n, inverti-
bles médulo 14, y estas son aquellas con mcd(n,14) = 1. Por consiguiente

«, = {1,3,5,9,11, 13}

Las igualdades 3= 3, 3% = 9, 3 = 13, 3* =11,

3° = =5, =1 implican (3) = Z7,.
7}, ¢ 3P=1,5=17 =1, ninguno

Ejemplo 4. Z} no es ciclico. Z§ = {1,3,5,7
de ellos genera los cuatro elementos de Zg.

Ejemplo 5. Es facil comprobar que todos los elementos de S3 distintos de la identidad
tienen orden 2 6 3, asi pues ninguno genera S3 que tiene orden 6; por tanto S3 no es ciclico.
Una forma maés sencilla de llegar al mismo resultado es comprobar que S3 no es abeliano.

Los grupos ciclicos tienen una estructura tan sencilla que no anaden nada nuevo al

primer ejemplo que dimos. Concretamente, se tiene
Proposicion 4.1: Sea G un grupo ciclico
a) G es infinito = G es isomorfo a 7.
b) G es finito, |G| =n = G es isomorfo a Z,,.

Ejemplo . Los ejemplos 2 y 3 y el resultado anterior, implican Z; £ Zs y 71, = Zg.

2. Grupos de permutaciones:

Una de las familias més importantes de grupos son los grupos de permutaciones,
Sn, que introdujimos en la primera seccién. Historicamente, la teoria de grupos comenzd
estudiando S,, y, de hecho, existe un teorema (Teorema de Cayley) que asegura que todo
grupo finito es isomorfo a un subgrupo de S,,.

Uno de los problemas al estudiar los S,, es que son grupos no abelianos de orden muy
grande en general. Como ya habiamos mencionado en la primera seccién, se tiene

Lema 4.2: Sin > 3, S,, es un grupo no abeliano de orden n!

Ejemplo . S7 tiene 5040 elementos. (Segin Platén este nimero era el nimero ideal
de habitantes de una polis griega porque posee muchos divisores).

Entre las permutaciones se distinguen algunas més sencillas llamadas ciclos.

DEFINICION: Se dice que o € S, es el ciclo de orden k o k—ciclo dado por ¢ =

(ay,a9,...,a) con a; distintos, 1 < a; < n; si o aplica a; en az, as en az, ..., ax_1
en ag, ar en a1 y deja fijos al resto de los elementos del conjunto {1,2,...,n}.
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Ejemplo 1. ¢ = (;1 g zl)) 3) € Sy es el ciclo (1,4, 3). Intuitivamente, este ciclo
corresponde a “girar” los elementos’1,4,3

1234<—>1—>4—>3
4 2 1 3 1 )

2 1

Ejemplo 2. 0 = <1 23 42 € S4 no es un ciclo, sino el producto de dos 2—ciclos,
o= (1,4) - (2,3). Esquematicamente

1 2 3 4
4 2 .
(4321>HTH|YT%3|

Observacién: Es bastante obvio que un ciclo de orden k tiene verdaderamente orden

igual a k (ejercicio).
Antes de seguir, veamos un par de cuestiones de notacion
DEFINICION: Se dice que o € S,, es una trasposicién si es un 2—ciclo.

DEFINICION: Se dice que dos ciclos de Sy, ¢1 = (a1, a2, ...,ax), ca = (b1,ba,...,bp),
son disjuntos si actian sobre diferentes elementos, es decir, sia; #b;, 1 <1<k, 1 <j <[l

Observacion: Los ciclos disjuntos siempre conmutan.
Tras los ejemplos anteriores no es dificil demostrar el siguiente resultado

Proposicion 4.3: Toda permutacion o # Id de S,, se puede escribir como producto

de ciclos disjuntos.

Ejemplo . Consideremos las permutaciones oy € Sg, 09 € S3, 03 € S7, dadas por

(1 2 3 45 6 (1 2 3 (12 3 456 7
91=\5 46 31 2)° 227\23 1) 27\43 20517 6)

Entonces o7 actia sobre 1 enviandolo al 5 y el 5 lo envia al 1, esqueméaticamente 1 — 5,
pero o1 no deja fijo al resto de los elementos, sino que estdn incluidos en la cadena
2—>4—>3—>6l. Por tanto

T

o1 =(1,5)-(2,4,3,6).
De la misma forma se tiene

oy =(1,2,3) y o3=(1,4,5) (23)-(6,7).

Esta descomposicion es 1til para calcular de manera sencilla el orden de una per-

mutacion
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Proposicion 4.4: Sio =cq-¢ca-...cy, con ¢; ciclos disjuntos de érdenes k;, entonces
orden de 0 = mem (k1, ko, ..., kn).
DEM.: Por la conmutatividad de los ciclos disjuntos, 0™ = c} - c5 - ...cp,. Por tanto
o™ = 1d implica que k;|n, 1 <1i < m, de donde se deduce el resultado. W
Ejemplo . En el ejemplo anterior los 6rdenes de o1, 03 y 03 son respectivamente
mcm (2,4) = 4, mcm (3) = 3, mcm (3,2,2) = 6.
Hay varias maneras de definir el “signo” de una permutacién. Nosostros optaremos

aqui por una definicién mas o menos intuitiva pero inutil desde el punto de vista practico,
y més adelante daremos un resultado (la Proposicién 4.8) que permite hacer calculos.

DEFINICION: Se dice que o € S, es una permutacién par o que tiene signo +1 (y se

escribe sgn(o) = +1) si efectia un niimero par de cambios de ordenacién al aplicar todos
los pares ordenados i < j en (i), 0(j), 1 <i < j < n. En caso contrario se dice que es

una permutacién impar o que tiene signo —1 (' y se escribe sgn(c) = —1).

Ejemplo . Sea o = (1,2,3) € S3. Veamos c6mo actia sobre los pares ordenados
1<i1<j3<n

1 <2 1,2-752,3 2 <3 = no hay cambio de ordenacion.
1 <3, 1,3-52,1 2 >1 = hay cambio de ordenacion.
2 <3, 2,32 3,1 3 >1 = hay cambio de ordenacion.

Por tanto o es par (dos cambios de ordenacién) o equivalentemente sgn(o) = +1.

Otra forma de definir el signo, pero todavia poco practica, es por medio del siguiente
resultado

Lema 4.5: Sea o € S,,, entonces

sgn(a) — H O(]) — 0-(2) )

—i
1<i<j<n J

DEM.: No es dificil comprobar que la expresién de la izquierda tiene modulo 1, porque
al operarla tanto en el numerador como en el denominador aparece el producto de todos
los numeros de la forma j — 7, salvo quiza el orden en que aparecen y el signo. Por otra
parte (o(j) — o (i))/(j — i) es positivo si y s6lo si o no cambia la ordenacién de i y j. W
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Proposiciéon 4.6: sgn: S,, — ({—1, 1}, ) es un homomorfismo, es decir,
sgn(oT) = sgn(o)sgn(7).

DEM.: Obsérvese que

[[2r@) =) o) =otrl@) -y e =)

) — 1 B T(J) — 7(¢ | — &
1<i<j<n J 1<i<j<n J ( ) 1<i<j<n J

y que los nidmeros 7(1),7(2),...,7(n) no son mas que una reordenacién de 1,2, ...,n. Asi
pues, el resultado se deduce del lema anterior. W
Antes de dar una manera préctica de calcular el signo necesitamos un resultado mas

Lema 4.7 : Toda permutacion o € S,, se puede escribir como un producto de trasposi-
ciones (no necesariamente disjuntas). De hecho, un ciclo de orden k se puede escribir como
producto de k — 1 trasposiciones.

DEM.: Obviamente basta demostrar la segunda parte del lema. Esto puede hacerse
de varias maneras, por ejemplo, comprobando cualquiera de las igualdades

(a1,a9,...,a,) =(a1,a2)(as,as3)...(ax—1,ak)

:(a,l, ak) .. (al, ag)(ab CLZ)-

(para comprobar cualquiera de estas igualdades, recuérdese que las permutaciones se com-
ponene como las funciones, comenzando por la derecha). W

Ejemplo . Escribir o = (é Z 2 ;l ? g) como producto de trasposiciones.

Como ya habiamos visto antes, o = (1,5)(2,4, 3,6). Por tanto, procediendo como en

la, demostracion anterior
o=1(1,5)(2,4)(4,3)(3,6).
Observaciéon: A diferencia de lo que ocurre con la descomposicién como producto de
ciclos disjuntos, la descomposicién como producto de trasposiciones no es Unica en general.
La manera mas sencilla de calcular el signo de una permutacion es el siguiente resultado

Proposicion 4.8: Si o = ci¢y...¢py con ¢; ciclos de orden k;, entonces

m

sgn(o) = (-1)" con n = Z(kz -1).

=1
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DEM.: Basta observar que el signo de una trasposicién es —1 (ejercicio), y por tanto
la férmula es consecuencia de los dos resultados anteriores. i

34 5 6 7 8
6 7 5 1 4 2)°

Descomponiendo ¢ como producto de ciclos disjuntos, se tiene o = (1,8,2,3,6)(4,7),
por tanto sgn(o) = (—=1)G-D+E-1) = _1,

Ejemplo . Hallar el signo de o = (Eli g

Observaciéon: Si escribimos o € S,, como producto de trasposiciones, ¢ = ™7y ... Ty,
entonces la proposicién anterior implica sgn(o) = (—1)". Por tanto una permutacién par
debe escribirse como producto de un nimero par de trasposiciones y una permutacion

impar debe escribirse como producto de un nimero impar de trasposiciones.
Cerramos este apartado con una propiedad importante de las permutaciones pares.

Proposicién 4.9 : Las permutaciones pares, A, = {o € Sn/sgn(a) = +1}, forman
un subgrupo normal de S,,.

DEM.: Nétese que A,, es el nicleo del homomorfismo de la Proposicion 4.6, por tanto
el resultado se sigue del teorema del isomorfismo. Wi

Nota: Al grupo de permutaciones pares, A,, se le suele llamar grupo alternado.

Obsérvese que como el teorema del isomorfismo asegura que S, /A, = {—1,1} se tiene
en particular |S,/A,| =2 y por tanto |A,| = n!/2.

3. Grupos diédricos:

En la primera seccién hemos comentado que el conjunto de giros y simetrias que dejan
fijo un tridngulo forma un grupo. Esta idea se puede generalizar para definir los grupos
diédricos.

DEFINICION: Se llama grupo diédrico de orden 2n, y se escribe D,, (6 Da, segiin otros

autores), al grupo formado por los movimientos del plano que dejan invariante al poligono
regular de n lados.

Los grupos diédricos no son abelianos, pero tienen una estructura relativamente sen-

cilla.

Proposiciéon 4.10: El grupo diédrico de orden 2n esta generado por el giro, A, de
angulo 360°/n y por una simetria, B. De hecho

D, ={Id, A, A% ..., A" ' B,AB, A’B,..., A" 'B}

y se cumple la relacién BA = A"~ 1B.
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Ejemplo . Estudiemos el caso n = 4. Se tiene

AB : — BA: —

Segin la proposicién, D = (A, B) y en nuestro caso cuenta con 8 elementos: Id, A,
A% A3, B, AB, A?2B A3B. Quiz4 al lector le sorprenda que no falten elementos en la lista
anterior. Por ejemplo A2BA parece que no estd, pero gracias a la relacién BA = A3B se
tiene A2BA = A%2A3B = A*AB = AB. Comprobémoslo:

lo que coincide con el calculo anterior de AB.

4.5. GRUPOS DE ORDEN BAJO

En general es muy dificil saber cuantos grupos hay de un orden dado, pero si éste
es suficientemente pequenio o tiene algunas caracteristicas especiales se pueden obtener
algunos resultados. Por ejemplo, es obvio que todo grupo de orden 2 es de la forma
G = {e,a} con a un elemento de orden 2, y por tanto G = Zs. De la misma manera, no es
dificil convencerse de que todos los grupos de orden 3 son de la forma G = {e, a,a?} con a
un elemento de orden 3, y por tanto G = Z3. En general, si |G| = p primo, por el teorema
de Lagrange cualquier elemento g # e tiene orden p y por tanto G = (g), lo que implica
G = Z, por la Proposicién 4.1, con ello hemos demostrado

Proposicién 5.1: Todo grupo de orden primo, p, es isomorfo a Z,,.
Hay varias maneras de “pegar” grupos pequenos para conseguir otros mayores, la més

facil y conocida viene recogida en la siguiente definicién.
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DEFINICION: Si G1 y Go son grupos, se llama producto directo de Gy y G, al grupo

G1 x G2 ={(91,92) / 91 € G1, g2 € G2}
con la operacién (g1, g2)(h1, h2) = (g1h1, 92h2), 91, h1 € G1, g2, h2 € Go.

Observacién: De la definicién se sigue que |Gy x Ga| = |G1| - |G3|-

El concepto de producto directo es a veces inverso al de grupo cociente. Por ejemplo,
es bastante obvio que

(G1 X Gg)/(G1 X {62}) & G2 y (G1 X Gg)/({el} X Gg) & G1
donde e; y e3 son los elementos neutros de G; y G2. Sin embargo no es siempre cierto que
G/H x H=@G.

1
(0,1) + (1,0) = (1,1), (0,1) + (1,1) = (1,0), (1,0) + (1,1) = (0, 1).
Al grupo Zs X Z2 (0 a uno isomorfo a él) se le llama grupo de Klein o Viergruppe.

Ejemplo 2. Z, x Z3 = {(0,0), (0, 1), (0,2), (1,0), (1,1),(1,2)}. No es dificil comprobar
que (1,2) tiene orden 6. Con lo cual, se tiene que Zs X Zz es ciclico de orden 6 y por tanto

isomorfo a Zsg.

Con unos cuanto cdlculos, no muy sisteméaticos, uno puede demostrar los siguientes
resultados

Proposicién 5.2: Todo grupo de orden 4 es isomorfo a Z4 o al grupo de Klein.
Proposicién 5.3: Todo grupo de orden 6 es isomorfo a Zg 0 a Ss.

Como ya hemos comentado, no existen generalizaciones de estos teoremas cuando el
orden es grande, sin embargo, si s6lo nos interesamos en la teoria de grupos abelianos, el
siguiente teorema contiene toda la informacién que podriamos esperar

Teorema 5.4 (de estructura de los grupos abelianos finitos): SiG es un grupo
abeliano finito, entonces

G=2lpy XLy X ... X Ly,
Ademds nq,na,...,ng estdn totalmente determinados si imponemos la condicion nq|na,
ng|na,. . . ,Ng—1|nk
Ejemplo 1. El grupo G = Zg3 x Z3 X Zg no es isomorfo a Zg X Zg (aunque ambos tienen
orden 81) porque
G =73 X 73 X Tig = Zg X Zg
contradiria que los n; estdn totalmente determinados (bajo la condicién del teorema).

En general se tiene que Z,, X Z,, ¥ Z,>. Una demostracion directa de ello se puede
obtener simplemente observando que en Z,, X Z,, todos los elementos tienen orden menor o
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igual que n, mientras que en Z,> hay al menos un elemento (el 1) de orden n%. Variaciones
sobre este mismo argumento muestran que, de hecho, Z,, X Z, & Zyy siy sélosiny m
son primos entre si.

Ejemplo 2. El grupo Z§ = {1, 3,5,7} tiene orden 4, asi que por el teorema de estruc-
tura, podria ser isomorfo a Zg X Zg 0 a Z4 (esto también se podria obtener a partir de
la Proposicién 5.2). Como ya habfamos visto que Z§ no es ciclico (todos sus elementos
excepto 1 tienen orden 2) se tiene Lg = Zig X Zig.

Ejemplo 3. El grupo Z3i; = {1,2,...,12} podria ser isomorfo, segin el teorema de
estructura, a Zg X Zg 0 a Z12 (nétese que no hace falta considerar, por ejemplo, Z3z X Z4
porque 3 J4). Algunos calculos prueban que el orden de 2 en Z%; es 12, con lo cual Z3,
debe ser ciclico y por tanto Zi5 = Z1.

Ejemplo 4. Segin el teorema de estructura, un grupo abeliano de orden 100 debe ser
isomorfo a Zy, X Zp, X ... X Ly, con 100 = ning...ng y nijni41 para 1 < i < k— 1.
Las tnicas factorizaciones de 100 que dan lugar a valores de los n; satisfaciendo estas

condiciones son
100 = 2 - 50, 100 =5 - 20, 100 =10- 10, 100 = 100.
Por tanto los 1inicos grupos abelianos de orden 100 son, salvo isomorfismos,
Ly X Lo, Zis X Lo, Zi1p X L1, Z100-

Terminamos esta seccién dando una sorprendente consecuencia del teorema de estruc-
tura. Aunque la demostracién sea breve es realmente ingeniosa.

Proposicion 5.5: Sip es primo Zj, es ciclico.

DEM.: Si Z; no fuera ciclico entonces no seria isomorfo a un solo Z,, sino que

Ly = Liny X Lipy X - X Ly,

con k > 2y ni|ng, nalng,...ng_1|/ng. Como en el segundo grupo todos los elementos tienen
orden que divide a ng, lo mismo debe ocurrir en Z,. Por tanto el polinomio 2™ —1 € Zy|x|
tiene como raices a las p — 1 clases de Z, — {0}, lo cual es imposible porque su grado es

ng<p—1. 1
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Hoja 9
1) Estudiar el grupo de movimientos del plano que deja fijo el cuadrado. ;Cudl es
su orden? ;Es abeliano?
2) Si g™ = e, demostrar que el orden de g divide a n.

3) Si el orden de g es n, jcudnto puede valer el orden de g?

4) Demostrar que las soluciones enteras de 2 — 3y? = 1 forman un grupo con la
operacion
(1, 91) * (22,¥2) = (172 + 3Y1Y2, T1Y2 + Y172).
Sabiendo esto hallar tres soluciones y demostrar que existen infinitas soluciones.
+xx5) En el ejercicio anterior, jpertenecen todas las soluciones con z > 0 a ((2, —1))?
6) Hallar todos los z € Z% tales que (z) = Z5.

7) Sea r, el resto que se obtiene al dividir 75™ por 65537. Sabiendo que el orden
de 75 en Zgy53; €s 65536 (ver el problema siguiente), demostrar que 7, alcanza todos los
valores entre 1 y 65536. Hallar el orden de 5625.

8) La “Ley de reciprocidad cuadrética” es un bello resultado de GAuss (1777-1855)
que implica (entre otras cosas) que si p > 3, ¢ > 2 son primos y p— 1 es una potencia de
dos, entonces

El orden dep en Zy es q —1. = El orden deq en Z; esp — 1
Sabiendo esto, demostrar que el orden de 3 en Zg;54, es 65536 y concluir que 75 tiene el
mismo orden. Indicacidn: 75 =52 -3y 599536 =1 (65537).

9) Se dice que una permutacién, o € S,,, deja invariante la funcién f de n variables,
si f(z1,%2,...,%0) = f(To(1), To(2)s---> To(n))- Demostrar que forman un subgrupo de
Syn. Calcular el indice de los subgrupos de Ss que dejan invariantes a

a) fi=z1+2x0+ 23 b) fo= (.’L‘l —:L‘g)(xl —1:3)(1:2—363) C) fa =z122+ 2123+ 2223,

10) Demostrar que S,, = (09,03, ...,0,) donde o es la permutacién que intercam-
bia 1y k.

11) La Fisica relativista asegura que si v es la velocidad relativa de O’ con respecto
de O y w la velocidad relativa de O” con respecto de O’, entonces la velocidad relativa

de O" con respecto de O no viene dada por v + w, sino por v x w = 112“1” donde
e~ =c? =9-10° Demostrar que * define un grupo en el conjunto {v € R/v2 <e 1}

Las llamadas transformaciones de Lorentz estdn asociadas a las matrices de la forma

Ly=(1—ea?)-12[ 1 7V

e 1 ) Demostrar que Ly - Ly, = Ly vy que {L, /1)2 <et}

es un grupo con el producto usual de matrices (el grupo de Lorentz).

12) El cubo de Rubik tiene 20 piezas mdviles: 12 aristas y 8 vértices. Cada arista
tiene dos posibles orientaciones y cada vértice tres. El grupo tedrico del cubo, T, esta
formado por las posiciones que se pueden obtener al desarmar las piezas y volverlas a
montar y el grupo real del cubo, C, es el formado por posiciones a las que se puede llegar
con movimientos admisibles (sin romper nada). Sorprendentemente C # 7. Sabiendo
que C es un subgrupo de 7 de indice 12, hallar |C|.
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Hoja 10

1) Si ¢ : G — G’ es un homomorfismo, demostrar que si G es abeliano y G’ no lo
es, entonces ¢ no es un isomorfismo. ;Puede ser un monomorfismo? ;y un epimorfismo?

2) Si ¢ : G —> G’ es un isomorfismo y n es el orden de g € G jcudl es el orden de
b(9)?

3) Estudiar si son homorfismos y de qué tipo las funciones

¢1:53 — S5, ¢1(0) = 0? g2 (R, +) — (C,+) , ¢2(z) =22+

¢3 Z; — Z; ¢3(f) = fs ¢4 :(Ra +) — (R_ {O}a ) ’ ¢4(x) ="
4) Sea @G el grupo definido en —1 < z < 1 con la operacién zxy = 1”2;7’3/. Demostrar

que

et —e *

¢: (R +) —G ¢($):m

es un homorfismo. ;Es un isomorfismo? En caso afirmativo calcular su inverso.

(donde e = 2'7182. . .)

5) Si G es finito demostrar que un homomorfismo ¢ : G — G es un isomorfismo si
y s6lo si Nuc ¢ = {e}. Hallar un contraejemplo si G es infinito.

6) Sea ¢ : Z — Zg la funcién que aplica cada nimero entero en la clase médulo
9 de la suma de sus cifras, cambiada de signo si es negativo (por ejemplo ¢(—83) =
—(8+43) = 7). Demostrar que es un homomorfismo.

7) Sea G = (Zg X Z2,+), es decir, el grupo de vectores de dos coordenadas en Zs.
Demostrar que |G| = |Z4| = 4 pero que G y Z4 no son isomorfos.

8) Sabiendo que 3 tiene orden 256 en Z3y,, demostrar que ¢ : Zosg —> Zb5; definido
por ¢(Z) = 3" es un isomorfismo.

9) Una clave de acceso (“password”) de una letra, Lq, se puede codificar con el
nimero 9 (L1) = ¢(ASC(L1)) donde ¢ es el isomorfismo del ejercicio anterior y ASC
indica el nimero de cédigo ASCII. Sabiendo que ASC(A) = 65, hallar ¢¥(A). Nota:
El ordenador, por seguridad, almacenara internamente 1 (A) pero no el “password”, A.
Incluso en este ejemplo tan sencillo es dificil recuperar L, a partir de 1(L1), el que no
lo crea que intente descodificar “a mano” 89.

10) Consideramos el rompecabezas plano de la figura donde las fichas
numeradas pueden desplazarse para ocupar el hueco libre. Sea M el grupo .

de series de movimientos que dejan el hueco libre en la posicion inicial.

. . ., 1 2
Si g € M transforma ;2. en g.b le asociamos la permutacién ¢(g) = < i) € Ss.

b
Sabiendo que ¢ : M — S5 es un homomorfismo hallar [S3 : Im ¢].

**11) Demostrar que en el rompecabezas andlogo de 4 x 4 (quince fichas y un hueco
libre) [S15 : Im @] # 1, es decir, que hay permutaciones de las fichas numeradas que no
se pueden alcanzar. Nota: De hecho Im ¢ es un grupo de orden 15!/2 llamado A;s.
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Hoja 11
1) Un grupo, G, con menos de 100 elementos tiene un elemento de orden 10 y otro
de orden 14, hallar |G]|.

2) Demostrar que si {e} = Go C G1 C G2 C ... C G, = G es una cadena de
subgrupos de G, entonces |G| = [];_,[G; : G;_1].

3) Demostrar que si ¢ : G — G definido por ¢(z) = x% es un homomorfismo,
entonces G es abeliano.

4) Demostrar que un subgrupo de indice 2 es siempre normal.

5) Hallar un subgrupo de orden 3 de S5 y comprobar que no es normal.

6) Hallar las coclases a la derecha y a la izquierda de H = {Id, o} en S3 donde o es
la permutacion que intercambia 1 y 2. ;Es un subgrupo normal?

7) Demostrar que si H; y Hs son subgrupos normales de G, entonces Hy; N Hy es
normal.

8) Demostrar que si H; y Hj son subgrupos normales de Gy Hy N Hy = {e} entonces
Vhl € Hl, th € H, hghl = hlhz.

9) Sea H un subgrupo normal de G. Demostrar que si el orden de g € G y [G : H]
son primos entre si, entonces g € H.

10) Demostrar que si G es finito y estd generado por {g1,92,-..,9n}, entonces, H es
un subgrupo normal de G si y sélo si gl_lhgl, g;lhgg, s 9 hg, € H Vh € H.

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
11) SeaH—{Id,(2 1 1 3>,(3 11 2),(4 5 5 1)} Demostrar

que H es un subgrupo de Sy y, sabiendo que Sy = < (; i g i) ’ (; g Z Z11> >’

aplicar el ejercicio anterior para concluir que H es un subgrupo normal.

12) Sea ¢ : G — G’ un homomorfismo, y sean H y H' subgrupos normales de G y
G', respectivamente. Demostrar que ¢~ (H') es un subgrupo normal de G' y que si ¢ es
un epimorfismo, ¢(H) es un subgrupo normal de G'.

que la funcién f : G — G definida por

f(91,92,- -5 9p—1) = (92,93, - - 'agp—lagp__llgp__lz g7 tgr )

ultima afirmacién que “si un primo, p, divide al orden de un grupo, existe algiin elemento
de orden p”

Nota: Este resultado casi inverso al teorema de Lagrange se debe a Cauchy (1789-
1857). Es sorprendente que un enunciado tan sencillo requiera una demostracién tan
dificil de entender.
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Hoja 12
1) Comprobar que Zj5 es ciclico.

2) Sabiendo que Z3x es ciclico, calcular cudntos subgrupos suyos tienen indice 64.
1 2 3 4 5

3) Descomponeraz(4 3 92 6 5 1

) como producto de ciclos disjuntos y cal-
cular su orden.

1 2 3 45 6 7
4)Hallarelordendea—<3 7T 4 5 6 1 2

5) Escribir la permutacién del ejercicio anterior como producto de trasposiciones y

) y calcular o9,

hallar su signo.

6) Hallar el orden y el signo de las permutaciones
1 2 3 4 1 2 3 4 5 6 1 2 3 5 6
(2143)654 (341526)656 (463 21)656

7) Sea o = (1,6,11,2,9,12)(3,8,4,7,10) € S12. Hallar el orden de o4

(SN

8) Sea o = (2,3,5)(4,6,7,8) € S4. Escribir 62 como producto de ciclos disjuntos.
*9) ;Se cumple S,, &£ Zy x A,7

10) Sean A, B los generadores habituales de un grupo diédrico (A =giro, B =simetria)
demostrar que no existen nq,n9,n3,...,n1e € ZT tales que

AMBA™BA™B...A"*B =B

11) Sea G un grupo y sea Z(G) el subgrupo de G formado por los elementos que
conmutan todos los demds. Demostrar que Z(G) es un subgrupo normal de G, y hallar
Z(Q) si G es el grupo diédrico de 8 elementos.

12) Escribir Z3j; y Zig en la forma que asegura el teorema de estructura de grupos
abelianos.

13) Demostrar que existe un homomorfismo ¢ : Zg X Zg — Zg X Zy. ;Puede ser ¢

monomorfismo?

14) Numerando las 20 piezas méviles del cubo de Rubik (hay 8 en la cara

21
de arriba, otras 8 en la de abajo y 4 en la seccién central), cada movimiento 3

se puede considerar como una permutacién de Sgg. Ademads, girar una de las 67

caras corresponde a un producto de dos 4-ciclos. Por ejemplo, si la cara de arriba esta nu-
merada como en la figura, girarla en sentido horario corresponde a o = (1, 3,5,7)(2, 4, 6, 8).
Demostrar que es imposible intercambiar dos piezas dejando fijas el resto.
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Miscelanea.

El concepto de grupo surgié histéricamente con el estudio de la solucién de las ecuaciones algebraicas.
Este estudio es en realidad el origen del dlgebra y tiene una larga tradiciéon dentro de las Matemadticas
que se remonta a los antiguos babilonios y que alcanzé su auge en el siglo XVI. La complicada notacién
utilizada en tiempos pasados, provocaba que los razonamientos fueran mucho méas enrevesados que en la
actualidad, por ello debe considerarse como un gran triunfo que los algebristas del siglo XVI descubrieran
las férmulas para resolver ecuaciones de tercer y cuarto grado. Para dar una idea de su complicacién,

diremos que las raices de 3+ px + q = 0 vienen dadas por

3 q @2 v s q @  pd
x_\/2+\/4+27+\/2 Vi T ar

Adem3&s hay ciertas condiciones para “elegir” las raices cuibicas de los niimeros (posiblemente complejos)

que aparecen en el radicando. Todas las ecuaciones ciibicas se pueden reducir a la forma anterior dando
lugar a una férmula general mas compleja. Esta complicacién es todavia mayor al resolver la ecuacién de
cuarto grado.

Estas féormulas datan del Renacimiento italiano, pero su historia es un tanto oscura. Parece que las
ideas para resolver la ecuacién cubica se deben a S. del Ferro (aprox. 1465-1526), pero fueron publicadas
por G. Cardano (1501-1576) en su libro “Ars Magna” (este “magno arte” es el algebra). Por otra parte,
N. Fontana (aprox. 1500-1557), llamado Tartaglia (tartamudo), afirmé que él mismo habia comunicado la
solucién a Cardano quien prometié no divulgarla. Finalmente, la solucién de la cudrtica parece deberse a
L. Ferrari (1522-1565).

Los matemadticos posteriores buscaron en vano una solucién del mismo tipo para la ecuacién de
quinto grado, pero no lo consiguieron. En gran medida, en este intento aparecié la teoria de grupos.
N.H. Abel (1802-1829) demostré finalmente, usando propiedades del grupo S5, que no existe ninguna
férmula para resolver la ecuacién quintica con radicales (P. Ruffini (1765-1822) lo demostré con anterioridad
e independientemente pero de forma no muy rigurosa). Posteriormente, la estrecha relacién entre las
ecuaciones algebraicas y la teoria de grupos fue explicitada de una forma muy elegante, abstracta y general,
por E. Galois (1811-1832) cuya vida aparece citada en muchos libros por estar plagada de vicisitudes: estuvo
involucrado en problemas politicos, sus manuscritos fueron perdidos o rechazados, no pudo entrar en la
universidad a la que optaba y el trabajo méas importante que se conserva de él lo redactd y anoté la noche
antes de celebrarse el duelo en el que moriria antes de cumplir los 21.

Si bien es cierto que Galois fue apenas valorado por sus contemporaneos (su trabajo se publicé 14
afios después de su muerte); seguramente una visién romantica de su corta y azarosa vida lleva a veces en la

actualidad a exagerar en el sentido contrario, exaltando la figura de Galois frente a la de otros matemaéticos
que trabajaron en el mismo tema.

Los omnes, a las vegadas, con el grand afincamiento,
otorgan lo que non deven, mudan su entendimiento;
quando es fecho el dafio, viene el arrepentimiento:
¢iega la muger seguida, non tiene seso nin tiento.
LBA, 865

La llamada “Teoria de Galois” ha alcanzado unas dimensiones y abstraccién considerables pero las
ideas subyacentes son relativamente simples cuando uno conoce los fundamentos de la teoria de grupos.
En primer lugar, nétese que los coeficientes de una ecuacién algebraica son funciones simétricas de las

raices, por ejemplo, si las raices de x3 + px + q = 0 son x1, T2, T3, entonces

3
+pr+q=(r—x1)(r—2x2)(x —2x3) = p=1T1T2+ T1T3 + T2X3, ¢ = —T1T2T3.
Como al cambiar T1,%2,%3 por Lu(1), Le(2); Lo(3) cON O € S3, P y ¢ no varfan, diremos que son

funciones invariantes por S3. Cada raiz por separado no tiene, en general, esta propiedad, asi que en
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el proceso de extraer radicales para resolver la ecuacién tenemos que ir perdiendo simetrias, esto es, las
funciones que aparecen son invariantes por grupos cada vez mas pequenios. Por ejemplo, algunos célculos
prueban que

? P
Tt = _ﬁ(ml — 29)*(x1 — x3)% (2 — 23)°

y por tanto 4/q?2 / 4+ p3 / 27 sélo es invariante por A3 (permutaciones pares), mientras que

2 3 1 2 2
—% — CJZ + 2—7 = ﬁ(xl + (T2 +C2$3)3 con ¢ = cos% +isen?7r

implica que la raiz cibica de esta expresién no es invariante por nada distinto de la identidad.
Supongamos ahora que tenemos una formula general para resolver la ecuacién de grado N y que
7 = /A es uno de los radicales mds interiores (podemos suponer P primo porque a\l/_ = ,a/\b/'), es

decir, A es una funcién racional de los coeficientes y por tanto simétrica en las raices 1, Z2,...,ZTy; con

lo cual, 7P es invariante por Sy,. Consideremos el homomorfismo (pruébese que lo es)
®: S, — (C-{0},")
o — 7‘(.’130(1), To(2)ye-- :L'J(n))/r(ajl, T2y, ajn)

Nétese que 0 € Nuc P si y sélo si 7 es invariante por 0. Si €/_ ha roto algunas simetrias, hay elementos
en la imagen distintos de 1; como ademas (‘I’(O’))p = 1 (porque TP es invariante por Sn), se deduce que

la imagen de ® est4 formada por las raices de la unidad de indice p, esto es

2 2
m®={1,(,¢% ¢ ..., '} (= cos 2 4+ jsen— .
p p

Como Im ® (con la multiplicacién) es isomorfo a Zp, por el teorema, del isomorfismo se tiene

Sy /Nuc® & Zy,
Recapitulemos todo lo hecho: Hemos partido de la expresién A que es invariante por G() = Sn y hemos
demostrado que Y/ A es invariante por Gl = Nuc® y quesi G1 CGO se debe tener Go/Gl = Zp. Todo

este proceso se puede repetir al afiadir un nuevo radical “reduciendo” G'1 a G5 con Gl/Gz = Zpr y asi

sucesivamente hasta llegar a {Id} que corresponde a una expresién que no es invariante por nada y de la
que podemos despejar las raices. Todo esto queda resumido en el siguiente resultado:
Si la ecuacion de grado T es soluble por radicales, existe una cadena de grupos

Go=5,D0G1 >G> ...D G, ={1d}
tales que cada uno es normal en el anterior y G;_1/G; = Lip,, 1 <3< m.

Para las ecuaciones de grados m = 2, 3 y 4, las cadenas son
Sa D {1d}, S35 A3z D {1d}, SiD AsD((1,2)(3,4),(2,3)(1,4)) D {1d};
pero no existe ninguna cadena similar en el caso 7 = 5. La idea es que ésta debiera comenzar por
S5 O As y como Ag no tiene ningin subrupo normal no trivial no podemos completar esta cadena, y
por tanto no existe una solucién con radicales para la ecuacién quintica general. Lo mismo ocurre siempre
que n > 5.

La demostracién de que As (y en general An) no tiene subgrupos normales no triviales es un poco
tediosa pero no excesivamente complicada. Esencialmente, se prueba que si 0 € A5, o ;ﬁ {Id}, entonces
{7'_10'7'/7' € A5} = Ag y por tanto no existe ningin {Id} 75 HC A5 tal que T~ 'Hr = H para,

#
todo T.
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Ademis de la resolubilidad por radicales de ecuaciones algebraicas, una de las aplicaciones més bellas
de la Teoria de Galois se refiere a la constructibilidad de los poligonos regulares.

Los antiguos griegos sabian construir con regla y compas poligonos regulares de, por ejemplo, 3, 4, 5,

6, 8, 10, 12 6 15 lados, pero nunca consiguieron dar un método exacto para construir el poligono regular

de, por ejemplo, 7 lados. Casi veinte siglos més tarde, P. de Fermat (1601-1665) se ocupaba de un tema
n

totalmente distinto afirmando que los nimeros 22 +1 con n € N son todos primos. A pesar de que esto

no es cierto en general, los primos de esta forma se llaman primos de Fermat. Méas de 150 anos después,

C.F. Gauss (1777-1855), usando los rudimentos de lo que mds tarde seria la Teorfa de Galois, enunciaba
el siguiente bellisimo resultado:

El poligono regular de N lados se puede construir con regla y compdas si y sélo
sin = Qkplpg ...pyr donde k € N y p1,pa, . ..p, son primos de Fermat distintos.

Por ejemplo, el poligono regular de 771 lados es construible con regla y compas porque 771 se puede escribir
0] 3
como 2°(22° +1)(2% +1).

Este asombroso resultado sugiere preguntarse qué tienen que ver los poligonos regulares (y su construc-
tibilidad) con la solucién de ecuaciones algebraicas o con la teoria de grupos. Dar una explicacién a estas
cuestiones serfa demasiado extenso, por ello sélo diremos que las rafces de ™ — 1 estan situadas (cuando
las representamos como nimeros complejos) en los vértices de un poligono regular de N lados y que ciertas
funciones de estas raices forma un grupo isomorfo a Z: cuyo orden es una potencia de 2 para valores de
1 como los del resultado anterior.

En suma vos lo cuento por non vos detener:
do todo esto escriviese, en Toledo non ay papel;
en la obra de dentro ay tanto de fazer,

que, si lo dezir puedo, merescia de bever.
LBA, 1269
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5. Espacios Vectoriales

5.1. ESPACIOS, SUBESPACIOS, PROPIEDADES Y EJEMPLOS

En Fisica aparecen muchas veces magnitudes que no quedan bien determinadas por
un solo nimero real, sino que para representarlas necesitamos su direccién y sentido. Se

dice que estas magnitudes son vectoriales y vienen representadas por un vector.

El ejemplo mas facil y conocido son las fuerzas, cada fuerza se puede representar con
una “flecha” (vector) cuya longitud indica el médulo de la fuerza. Si estas fuerzas se indican
en un sistema de coordenadas cartesiano (situando el punto de aplicacién en el origen),

entonces la suma de fuerzas se traduce en la suma de puntos coordenada a coordenada

to+ s =
(0,1) + (1,00 = (1,1)

Las fuerzas no sélo se pueden sumar, sino también multiplicar por ntimeros reales, lo mismo
ocurre con otras magnitudes fisicas. Todo esto sugiere definir una estructura algebraica en

la que podamos sumar y multiplicar por nimeros, y que cuente con algunas propiedades
béasicas.

DEFINICION: Sea K un cuerpo. Se dice que E es un espacio vectorial sobre K si existe
una operacion, +, tal que (E,+) es un grupo abeliano, y una aplicaciéon - : K X E — E
(multiplicacién por escalares). Ademds + y - deben cumplir las propiedades

Nota: Normalmente se omite el simbolo - en la multiplicacién por escalares. A los
elementos de un espacio vectorial se les llama vectores y se suelen denotar por i, ¥, etc.

La definiciéon de cualquier estructura algebraica seria una abstracciéon innecesaria si

no existieran suficientes ejemplos que la justifiquen. Veamos a continuacién algunos de
ellos.

Ejemplo 1. El ejemplo prototipico de espacio vectorial es R*, (n € Z™T). Este es un
espacio vectorial sobre R definido por

R™ :{(al,aQ,...,an)/ai ER}

105



con la suma y multiplicacién por escalares

(alaa27---7an)+ (blab27---7bn) = (a1+b17a2+b2a---7an+bn)
Mai, ag,--.,a,) = (Aa1, Aasg, - .., Aay)

Ejemplo 2. A partir de un cuerpo cualquiera, K, se puede definir un espacio vectorial
sobre K de forma analoga al caso anterior. Por ejemplo, recuérdese que Z, es un cuerpo,
entonces Z; es un espacio vectorial sobre Z, definido por

Zy ={(a1, @3, ---,ap) [ @ € Ly}

Ejemplo 3. Las matrices m X n con coeficientes en un cuerpo K, forman un espacio
vectorial que llamaremos M, xp (K)

ai1 Qa2 -.. Qip

a a ..oa . .
men(K):{ 2 - o /aij€K7 1<i<m, 1§J§n}.

A1 QA2 vee Qmn

Ejemplo 4. KJ[z] es un espacio vectorial sobre K. (Recuérdese que K|[z] indica los
polinomios con coeficientes en K, ejemplos de este tipo son R[z] y Clz]).

Ejemplo 5. Una modificacion del ejemplo anterior es
IP,,[z] = {Polinomios de K[z] de grado < n} U{0}.
Uno de los ejemplos méas conocidos e interesante es

Ejemplo 6. Las soluciones (z1, 2, .. ., Z,) del sistema homogéneo

a1121 + a2 + ...+ ar1px, =0

as1T1 + agexo + ... + aspx, =0

Am1T1 + Qoo + ... + Gmnx, =0

con a;; € K, forman un espacio vectorial sobre K.

Una funcion se puede considerar como un vector de “infinitas coordenadas” formado
por todos los valores que toma, por ello el ejemplo anterior estd relacionado con el siguiente
ejemplo con funciones. En algin sentido, derivar se puede traducir “infinitesimalmente”
en hacer sumas y restas y multiplicar por niimeros.
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Ejemplo 7. Las soluciones, y : R — R, de
y'+y =0 (ecuacién del péndulo simple para oscilaciones pequenas)
forman un espacio vectorial sobre R.

Esto puede ser ttil para encontrar soluciones. Por ejemplo, si vemos “a ojo” que
y = senx, y = cosx son soluciones, entonces la suma de ellas y producto por nimeros
reales también serdn solucién (por ser un espacio vectorial sobre R), asi pues, conseguimos
toda una familia infinita de soluciones y = X senx + p cos z. De hecho se puede demostrar
que éstas son todas las soluciones.

Intuitivamente, un subespacio es un espacio vectorial dentro de otro, pero casi es mas

facil no intentar dar una definicién en esa linea y utilizar en su lugar

DEFINICION: Sea V' un espacio vectorial, decimos que W C V es un subespacio vectorial
de V si

Ha,7eW = i+veW 2Q)ueW, Ae K = MieW.

W = {(z,y,0 /xyE]R}

es un subespacio de R3.

Ejemplo 2.
W ={(z,y,1 /:U y € R}
no es un subespacio de R3. Obsérvese, por ejemplo, que (1,1,1) € W pero 2 - (1,1,1) =
(2,2,2) ¢ W, lo que contradice la segunda propiedad.
Ejemplo 3.
W ={(z,y, 2) €R3/x+y+z=0, 2z — 3y — z =0}
es un subespacio de R?. También es un subespacio de

V=A{(z,y,2) €R® Jz+y+2z=0}.

La conclusion de estos ejemplos deberia ser que siempre que pongamos condiciones li-
neales y homogéneas en R, obtenemos un subespacio. Esto estd estrechamente relacionado
con que el ejemplo 6 de la pagina anterior fuera un espacio vectorial.

Veamos otros ejemplos fuera de R"

Ejemplo 4.
{P eR[z] /P'(1) =0}
es un subespacio de R[z]. Comprobarlo se reduce a usar la linealidad de la derivada, es

decir, (P+Q)' = P' + Q' y (AP)' = AP".
Ejemplo 5. IP,[z] es un subespacio de K|[xz].

107



Ejemplo 6. Los polinomios de grado exactamente dos no forman un subespacio de
R[z], ya que 22 + x + 1 y 3z — 22 + 5 tienen grado exactamente dos pero su suma no.

DEFINICION: Si 0,11, U3, ..., U, € V, se dice que ¥ es una combinacién lineal de i,

U3, ... Un SI existen A1, s, ..., A\, € K tales que
U= AUl + Aty + ...+ Apts,.
Ejemplo 1. En R? todo vector @ = (x,y) es combinacién lineal de vy = (1,0) y
i = (0,1), porque
U = zul + yus.
Ejemplo 2. En R3, (2,5,5) es combinacién lineal de (2,1,—1) y (0,2, 3) porque
(2,5,5)=1-(2,1,-1)+2-(0,2,3).

2
Ejemplo 3. En R?, (2,6) es combinacién lineal de (3,9) porque (2,6) = 5(3, 9).

Ejemplo 4. En un espacio vectorial, el elemento neutro de la suma, normalmente
denotado por 0, es combinacién lineal de cualquier vector, ¥, porque 0 = 0 - ¥ (ejercicio).

DEFINICION: Dado un subconjunto, C, de un espacio vectorial, se llama subespacio
generado por C, y se denota por (C) o L(C), al conjunto formado por todas la combina-

ciones lineales de vectores de C.
La propia notacién sugiere
Proposicién 1.1: Si C C V, (C) es un subespacio vectorial de V.
Ejemplo 1. En R?
((1,0),(0,1)) = {A:(1,0) + A2(0,1)} = R?,

ya que en un ejemplo anterior habiamos visto que todo vector de R? es una combinacién
lineal de (1,0) y (0,1).

Ejemplo 2. En R[z]
(L@ =1 ={M+Xa(z - 1)}

Algunas veces el conjunto C' contiene informacién redundante, es decir, genera un

subespacio utilizando mas vectores de los que son necesarios. Veamos esto en un ejemplo

Ejemplo 3. Sea C = {(1,1,2),(0,2,-1),(1,3,1)} C R3, entonces

(C) ={A(1,1,2) + (0,2, -1) + »(1,3,1)}
={(A+v, A +2u+3v,2X - p+v) /\ pvER}
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como (1, 3,1) es una combinacién lineal de (1,1,2) y (0,2, —1), concretamente
(1,3,1) = (1,1,2) + (0,2, —1),
se tiene que el vector (1,3, 1) se puede omitir, es decir,

(C)y=1((1,1,2),(0,2,—-1)).

La situacién anterior sugiere que conviene definir el concepto de que en un conjunto
haya alguna dependencia de unos vectores con otros.

DEFINICION: Se dice que un conjunto de vectores, C, es linealmente independiente si

para cualquier subconjunto finito, {v1, V3, ...,v,} C C, la igualdad
AU + A0 + ...+ AUy, =0

solo se satisface para Ay = Ay = ... = A\, = 0. En caso contrario se dice que C' es
linealmente dependiente.

Nota: Muchas veces se habla de que varios vectores son linealmente independientes
(o dependientes), esto quiere decir que forman un conjunto linealmente independiente (o
dependiente), en ese caso se puede tomar como subconjunto finito el formado por ellos

mismos.

Ejemplo 1. Sea C = {2? + 1,22 — 1,2% +  + 1} C Rz]. Comprobemos que C es un
conjunto linealmente independiente y que (C) se puede describir de manera sencilla.

Si una combinacion lineal de los elementos de C es el polinomio nulo
M@+ 1)+ X (z? = 1)+ A3(z? +2+1) =0,

e igualando los coeficientes de términos del mismo grado se llega a

A1+ A2+ A3 =0
Az =0 = A=A =A3=0.
A1 — A2+ A3 =0

Asi que C es linealmente independiente. Veamos ahora cémo describir el subespacio gene-
rado por C' de forma sencilla. Nétese que de la definicion sélo se consigue

<C> = {)\1(332 + 1) + A2($2 — 1) —+ A3($2 + T+ 1) /)\1,A2, A3 € R}

Pero por otra parte
2 2 Lo -1 5
(z°+1),(z*-1) eV => E(x +1)+7(1: —1)=1€V

(@ +2+1),(@?+1)eV= (@ +a+1)+(-)@*+1)=z€V
(2+z+1),2,1€eV= (@®+z+1)+(-Dz+(-1=22€V,
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por tanto 1,z, 22 € (C). Como IPs[z] estd formado exatamente por todas combinaciones
lineales de 1,z, 2, se tiene IPy[z] C (C) y como es evidente (C) C IPy[z] (porque los
polinomios de C' tienen grado menor o igual que dos) se tiene finalmente

Ejemplo 2. Los vectores de R3, (1,1,0),(2,1,1),(5,3,2) no son linealmente indepen-
dientes. Porque escribiendo la combinacién lineal

A1(1,1,0) + A2(2,1,1) + A3(5,3,2) = (0,0,0)

se llega la sistema

A1+ 2X2 4+ 5A3 =0
AL+ Ag + 3A3 =0 Az == 2%
F A 4303 =0 % =
1 2 3 M= - Ag
Az + 2X5 =0

y como las soluciones dependen de un parametro hay infinitas. Tomando por ejemplo
A3 = 1, obtenemos A; = —1 y Ay = —2 que corresponde a la combinacién lineal

—1(1,1,0) — 2(2,1,1) 4+ 1(5,3,2) = (0,0,0).

Para terminar esta secciéon veamos dos ejemplos un poco més dificiles

Ejemplo 3. Es fécil percatarse de que el conjunto V= {f : R — R} es un espacio
vectorial sobre R (las funciones se pueden sumar y multiplicar por ndmeros). Vamos
a comprobar que el subconjunto de V dado por C = {z? — 3x,23 — 1,senxz,cosz} es
linealmente independiente. Para ello tenemos que probar que

A (2?2 —3z) 4+ Ao(2® — 1)+ Az senz + A\gcosz = 0

s6lo tiene la soluciéon A\; = Ag = A3 = Ay = 0. Podriamos dar valores a la x y deducir
varios sistemas de ecuaciones lineales que nos llevarian a esa solucién, pero hagamos algo
mas ingenioso y breve:

A (z? —3x) + Aa(2® — 1) = A3 senz — A\gcosz

implica que ambos términos son constantes, porque el de la derecha es una funcién acotada
y el de la izquierda es un polinomio, y los tinicos polinomios acotados son las constantes.
Pero si el polinomio de la izquierda es constante debe ser \; = Ay = 0 (obsérvense los
términos de segundo y tercer grado). También se deduciria (despejando) que si Az 6
Ay # 0, senx y cosz son uno multiplo del otro para todo x, y eso es obviamente falso
(témese x =0y z = 7/2).

Ejemplo 4. Es facil comprobar que Q(v/2) = {a + bv/2} es un espacio vectorial sobre
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K = Q. Veamos si el conjunto C = {1,/2} es linealmente independiente.

A
M1+ 2vV2=0, A\, A Q- {0} & \/iz—A—l A1, Az € Q— {0}
2

Por tanto C' = {1,/2} es linealmente independiente si y sélo si v/2 es un nimero racional.
Si v/2 fuera un ntmero racional, digamos v/2 = m/n con m,n € Z*. Entonces podemos
suponer que m o n es impar, porque si ambos fueran pares podriamos simplificar la fraccién,
pero

\/5:m = 2m?=n? = npar = n=2k
n

= m?=2k* = mpar.
con lo que se llega a una contradiccién.

5.2. BASE, DIMENSION, TEOREMA DE STEINITZ, CAMBIO DE BASE

En los espacios vectoriales es conveniente considerar subconjuntos que generen todo el
espacio y que tenga el minimo nimero de vectores posibles. De alguna forma, el “tamano”

de estos conjuntos determina el tamano del espacio vectorial.

DEFINICION: Se dice que un conjunto, B, es una base de un espacio vectorial V, si se
cumple

1) (B)=V 2) B es linealmente independiente.

A veces se indica la propiedad 1) diciendo que B es un sistema de generadores.
Ejemplo 1. B = {(1,0),(0,1)} es una base de R?.

Ya habiamos comprobado que todo vector de R? es combinacién lineal de (1,0) y (0,1),
por tanto se cumple 1). Por otra parte, es muy sencillo comprobar que estos vectores son
linealmente independientes, asi que también se cumple 2).

Ejemplo 2. B = {22+ 1,22 — 1,22 +x+ 1} es una base de IP;[z], porque ya habiamos
comprobado en un ejemplo anterior que los elementos de B son linealmente independientes
y generan todo IPa[x].

Ejemplo 3. B = {z? + 1,2? — 1,2? + £ + 1} es una base de IPy[z].

Por definicion,

P;[z] = {a + bz + cz® /a,b,c € R},
asi que todo elemento de IP3[x] es combinacién lineal de 1, z y x2, por tanto se cumple 1).
De nuevo, verificar la independencia lineal es muy sencillo.
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Ejemplo 4. B = {(1,1), (1, —1)} es una base de R2.

Para saber si 1) es cierto tenemos que estudiar si

("177 y) = )‘(17 1) + /1'(17 _1)

siempre tiene solucién \, u, para cualquier (z,y) € R?. Esto conduce al sistema

A+ p=z —
}<:>)\:$+y’ll:x y-
)\—,u:y 2

Como siempre hay solucién, se cumple 1). Comprobar la independencia lineal de B nos
lleva a considerar

(0,0) = A(1,1) + (1, —1),
que podemos resolver como antes obteniendo A = v = 0.
Ejemplo 5. B = {(1,2,1),(1,0,1),(0,0,1)} es una base de R3.
Como antes, la propiedad 1) nos lleva a estudiar si hay soluciones A, p, v de
(z,y,2) = A(1,2,1) + (1,0,1) + »(0,0, 1)

para cualquier (z,y,2) € R3. Esta férmula equivale al sistema

Ad+p =z

o —
2\ =y @A:%,u: $2 y,l/:z—x
A4+ p+v=zx

La existencia de esta solucién implica que B genera todo R® y por tanto se cumple 1). La
comprobacién de la independencia lineal nos lleva al mismo sistema con x =y=2=0y

por tanto la solucién que se obtiene es A =y =v =0, y B es linealmente independiente.
Ejemplo 6. B = {(1,2,1),(1,0,1),(0,0,1),(2,2,3)} no es una base de R3.
Estudiamos las soluciones A, p, v, k de

(z,y,2) = A(1,2,1) + u(1,0,1) + v(0,0,1) + (2, 2, 3).

Que equivale al sistema lineal

A4+p  +2k=x
2\ +2k=y ;& A=
A4+ p+v+3k =2

Y — 2K _2x—y-—2k
2 HT T

, V=2—2 — K.
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donde K es arbitrario. Esto implica que incluso hay un nidmero infinito de soluciones
al expresar un vector como combinacién lineal de los elementos de B, en particular, se
cumple 1). Por otra parte, es facil comprobar que el razonamiento anterior implica que
hay soluciones no triviales para

(0,0,0) = A(1,2,1) + p(1,0,1) + ©(0,0,1) + (2,2, 3),
asi pues B no es linealmente independiente y por tanto no es base.
Ejemplo 7. B ={(1,3,1),(1,1,1)} no es una base de R3.
Si B fuera sistema de generadores, entonces
(z,y,2) = A(1,3,1) + p(1,1,1)

tendria solucién para cualquier (z,y,z) € R®. Lo que implica

A4 up=z
A+ p =y
A4 p =z

Pero este sistema sélo puede tener solucién cuando z = z (obsérvense la primera y tercera
ecuaciones), por tanto no todo vector estd generado por B.

Ejemplo 8. Estudiar si B = {1,senz, 2} C {f : R — R} es una base de (B).

Noétese que, por definicién, B es sistema de generadores, por tanto s6lo hay que com-
probar que es linealmente independiente. Esto equivale a probar que si A, 4, v cumplen

A+ psenz+ve =0

para todo z, entonces A = y = v = 0. hay varias maneras de demostrar esto. Quiza la
mds mecdnica sea dar algunos valores adecuados a x y resolver el sistema de ecuaciones
que resulta. Sin embargo es més corto y elegante proceder de la siguiente manera que me
fue sugerida por un alumno:

Derivando sucesivas veces obtenemos

At psenz +vr =0
pcosz +v=>0

—psenz =0

La tultima ecuacion implica g = 0 y de las otras se deduce A = v = 0.

Antes de seguir, fijaremos nuestra atencion en aquellos espacios vectoriales que tienen
bases con un numero finito de elementos.
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DEFINICION: Se dice que un espacio vectorial tiene dimensién finita si tiene una base

con un niumero finito de elementos. En caso contrario, se dice que tiene dimension infinita.

Observacién: Si S es finito, entonces V = (S) = V es de dimensién finita (ejercicio).

En este curso nos centraremos en los espacios vectoriales de dimensién finita, pero
queremos dejar claro que entender algunos fenémenos fisicos requiere manejar espacios
vectorial de dimensién infinita, muchos de ellos son subespacios del espacio de funciones
reales.

Veamos algunos espacios vectoriales de dimensién finita y alguna de sus bases

Ejemplo 1. B = {(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),(0,0,1,...,0),...,(0,0,0,...,1)} es
una base de R™ que se suele llamar base candnica.

Ejemplo 2. Una base del espacio de matrices M« (K) viene dada por

B = {611, €12, €13, .« -emn}

donde ¢;; es la matriz que cuyo coeficiente ¢j es uno y el resto son ceros. Por ejemplo, una
base de Max2(R) es

P (30 (000

Ejemplo 3. Se dice que una matriz (a;;) es simétrica si a;; = a;;. Una base del espacio
de matrices simétricas n x n, S, (R), viene dada por

B = {€11,€22,€33,-- -, €nn, €12 + €21,€13 + €31, - -, €En_1n + Enn—1}

donde €;; es como antes. Por ejemplo, una base de Sz(R) es

p=1(50) (0 1) (1 0)>

Ejemplo 4. El conjunto B = {1,z, 22, z3,..., 2"} es una base de IP,[z].

Como ya hemos comentado, nos centraremos en los espacios de dimension finita, no

obstante, antes de seguir veamos dos ejemplos de dimensién infinita.
Ejemplo . R[z] tiene dimensién infinita.

Un conjunto finito de polinomios P, P, ..., P, sélo puede generar polinomios que
tengan grado menor o igual que el mayor de los grados de los P;, asi pues no se obtienen
todos los de R[z].
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Ejemplo . El espacio de todas las funciones reales, F = {f : R — R} tiene dimensién
infinita (ejercicio).

Veamos ahora cémo calcular bases en algunos ejemplos practicos.

Ejemplo 1. Hallar una base de V = {(z,y,2) € R® /z +y + 2z = 0}.

Lo mejor en ejemplos de este tipo es expresar las condiciones que definen el subespa-
cio en forma parameétrica, esto es, dependiendo de parametros que pueden tomar valores
arbitrarios. En nuestro caso, notese que

TeV & i=(-y—21y,2)

donde y, z pueden tomar cualquier valor real. Por tanto

veV = v=y(-1,1,0)+ 2(—1,0,1)
= v€((-1,1,0),(-1,0,1))

lo que demuestra que B = {(—1,1,0),(—1,0,1)} es sistema de generadores. Es facil ver
que B es también linealmente independiente, por tanto, es base.

Ejemplo 2. Hallar una base de V = {(z,y,2,t) € R* /z+y+2 =0, z+ 3t = 0}.

Procediendo como antes, intentamos escribir las condiciones en términos de parame-

tros. Resolviendo
z+y+2=0,2z4+3t=0 & z=-3t y=3t—=z2
donde ¢, z son arbitrarios. Por tanto
TeV & v=(-3t3t—z2z21t).
De donde

= 7=2(0,-1,1,0)+ t(—3,3,0,1)
= 7€ ((0,-1,1,0),(-3,3,0,1))

lo que demuestra que B = {(0,—-1,1,0),(—3,3,0,1)} es sistema de generadores. De nuevo
es facil ver B es linealmente independiente y por tanto, base.

A continuacion veremos un teorema del que deduciremos dos importantes corolarios.

Teorema 2.1 (de Steinitz): Sea B = {uj,u3,...,u,} una base de un espacio
vectorial V', y sean v1, U3, . . . ,Um, m vectores linealmente independientes (m < n), entonces
existen m vectores de B que se pueden sustituir por v, V3, . .. ,U,, obteniéndose una nueva
base.

A pesar de que el teorema sélo tiene interés teérico queremos dar un ejemplo para no

mal interpretar su enunciado.
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Ejemplo . Consideremos la base canénica de R® B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} y el
conjunto de vectores linealmente independientes C = {(0,1,0),(1,2,1)}. En la notacién

del teorema tenemos n =3, m =2y

N
I

u; = (1,0,0),
v1 = (0,1,0), V5

iy

Nétese que 15 y 43 se pueden sustituir por v7 y U5 obteniendo la base de R® dada por
B"={(1,0,0),(0,1,0),(1,2,1)}, pero si sustituimos 4] y 43 por v7 y v3 no obtenemos una

base.
Corolario 2.2: FEn un espacio de dimension finita todas las bases tienen el mismo
niimero de vectores.
DEM.: Si B y B’ son bases con |B| < |B’|, digamos |B| = m, |B’| = n, entonces,
seguin el teorema podriamos forman una nueva base B” tal que B” D B con B" # B,

pero como (B) es todo el espacio, esto implicaria que los vectores de B” — B dependen

linealmente de los de B y por tanto B” no es linealmente independiente. W
Ahora llegamos a la anunciada definicion del “tamano” de un espacio vectorial.
DEFINICION: Se llama dimensién de un espacio vectorial (de dimensién finita) al car-

dinal de cualquiera de sus bases.
Nota: Normalmente se completa la definicién anterior diciendo que el espacio vectorial

trivial V = {0} (el que s6lo contiene al vector 0) tiene dimensién cero.
Anteriormente hemos dado bases de R, M, x.(K), S, (K) (las matrices simétricas

n x n)y de IP,[z]. Contando los elementos de dichas bases obtenemos

1
dim S, (K) = @ dim P [e] = n + 1.

dimR"* =n, dimM,xn(K)=nm,

Estas férmulas son de interés porque el siguiente corolario evita la comprobacién de
que una posible base es sistema de generadores si sabemos de antemano la dimensién del

espacio vectorial.
Corolario 2.3: En un espacio de dimension n, cualesquiera n vectores linealmente

independientes forman una base.

Ejemplo 1. Estudiar si B = {(1,2,1),(1,2,0),(0,1,1)} es una base de R3.
Segtn el corolario anterior basta ver que sus elementos son tres vectores linealmente

independientes (dimR3 = 3).
A(1,2,1) + u(1,2,0) + (0,1,1) = (0,0,0)
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tiene solucién tnica A=pu=v =0

A+p =0
22X4+2u+v=0 ) & A=pu=v=0.
A +rv=z

Por tanto B es una base.

Ejemplo 2. Estudiar si
1 1 1 2 3 0
5=((3 1)-(2 0)-(5 2

3(3+1)
2

es una base de S2(R).

De nuevo, como dim S3(R) = = 3, basta comprobar que los vectores de B son

linealmente independientes, y esto se reduce a comprobar que el sistema,

11 1 2 30 0 0
’\<1 1>+“(2 0)+”<0 2)‘(0 0)
tiene solucién dnica A = p=v = 0.

Ya sabemos que todo vector se puede escribir como combinacién lineal de los elementos
de una base. Los nimeros que aparecen como coeficientes caracterizan al vector, por ello

tiene sentido considerar la siguiente definicicién

DEFINICION: Sea V' un espacio vectorial de dimension finita y B = {uj,u3,...,Us}
una de sus bases. Se dice que las coordenadas de cierto vector v € V en la base B son
(A1, Aoy .oy Ap), si

U= AMUL + Aty + ...+ Aptsg,.

Nota: Muchas veces se escribe (con el abuso de notacién evidente) 7 = (A1, Ag, ..., An).
Pero cuando se use esta notacién debe estar claro cuél es la base que estamos considerando.
También es conveniente observar que las coordenadas dependen de la ordenacion de los

elementos de la base. Asi pues, en rigor, las coordenadas no estan sélo asociadas a la base,
sino a la forma de ordenar sus elementos.

Ejemplo 1. Hallar las coordenadas de 7 = (19,—8) € R? en la base canénica B =
{(1,0),(0,1)} y en B ={(2,1),(3,-2)}.
Es evidente que
7= 19(1,0) + (=8)(0,1)
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asi que las coordenadas de ¥ en B son (19, —8). Para hallar las coordenadas con respecto
a B’ tenemos que resolver el sistema

7= A(2,1) 4+ pu(3,-2).
Algunos sencillos calculos prueban A = 2, y = 5, asi pues, en la base B’ se tiene ¥ = (2,5).
Ejemplo 2. Hallar las coordenadas de z3 + 2 — 1 € IP3[x] con respecto a la base
B={2?+x,2>- 322 -z +1,1,32% - 1}.
Como antes, esto conduce a resolver
B+ —1=a(x®+z)+b@> -3z —z+1)+c+d(Bz% - 1) a,b,c,d e R

Comparando términos de igual grado se obtiene

b=1
a—3b+3d =1
= b=1,a=1,¢c=-1,d=1,
a—b=0
b+c—d=-1

por tanto, las coordenadas son (1,1,—1,1).

Como hemos indicado al comienzo del capitulo, el concepto de vector esta fuertemente
motivado por la Fisica. También dentro del contexto fisico, podemos entender las coor-
denadas como nimeros que “miden” un vector. Las diferentes bases estan asociadas a
diferentes maneras de “medir” los vectores. Un principio fundamental afirma que las leyes
Fisicas debieran ser esencialmente independientes de la forma de medir del observador, por
ello tiene un gran interés saber transformar las coordenadas de un vector de una base a
otra.

Con estas ideas en mente, analicemos con un poco maéas detalle el penidltimo ejemplo.
Habiamos visto que

7 = (19, —8) en la base B (candnica), 7= (2,5) en la base B'.
La dltima afirmacién significa que
7= (19,-8) = A(2,1) + u(3,—2). con A\ =2, u=>5.

Los valores de A y u se obtuvieron al resolver un sistema, que en forma matricial se puede

(%)= 2)G)

Obsérvese que las columnas de esta matriz son justamente las coordenadas de los vectores

escribir como

de B’ en la base canénica, B.
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Es facil percatarse de que la situacion es la misma en general, y por tanto se deduce
el siguiente resultado

Proposicién 2.4: Sean B y B' = {bz, é, ey b_;;} bases de V. Supongamos que las
coordenadas de U y de b;, 1 < j <mn, en la base B son respectivamente

/ !/ !/ /
(’1)1,’1)2,...,’071,) y ( 150 Y255 Y359 -+ n_y)
entonces las coordenadas de v en B', (vy,v},...,v,,), verifican
V1 / / / 'U'l
11 12 ------ 1n I
v / / I )
2 _ | 021 D2p ... 2n 2
/ ! /
...... /
Un nl n2 bnn ’Un

Observacién: Notese que la matriz (b%) esta formada por las coordenadas de los

vectores de B’ en B colocadas en columna.

De la proposiciéon anterior se deduce que cambiar de base es equivalente a multi-
plicar por una matriz. Para referirnos a esa matriz es conveniente considerar la siguiente

definicion

DEFINICION: Dadas dos bases B y B’ de un espacio vectorial de dimensién n, se
llama matriz de cambio de base de B’ a B a la matriz, Mp g € Myuxn(K), que al ser

multiplicada por las coordenadas de un vector en la base B’ produce las coordenadas en
la base B.

Nota: En la proposicién anterior Mg g = (b;j )

Ejemplo . Hallar una base, B, del subespacio V = {(z,y, 2) /a: + 2y + 2z = 0}. De-
mostrar que B" = {(4,—-1,—1),(—8,1,3)} es también una base, y hallar las matrices de
cambio de base Mg g y Mpp'.

Para hallar una base de V' escribimos las ecuaciones que definen el subespacio de forma,

paramétrica

TeV & i=(-2y—2z,y,2) cony,zeR
< v=y(-2,1,0) + 2(—2,0,1).
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Con esto hemos probado
V ={((-2,1,0),(—2,0,1)),

ademads como estos dos vectores son linealmente independientes, se tiene que
B={(-2,1,0),(-2,0,1)}

es una base de V. Esto prueba que V tiene dimensién 2, entonces, por el Corolario 2.3,
para comprobar que B’ es base basta ver que los dos vectores que la forman son linealmente
independientes y eso se reduce a un sencillo calculo.

La matriz Mp'p tiene dimensiones 2 X 2 y, como ya hemos comentado, estd formada
por las coordenadas de los vectores de B’ escritas en columna, pero estas coordenadas
deben estar expresadas respecto a la base B. Siguiendo la notacién de la proposicién, las
coordenadas de (4, —1,—1) son b}; y by;. Por la definicién de coordenadas

(4, _]_, _]_) = blll(_z, ]_, O) + bl21(_2, 0, 1),

lo cual, resolviendo, implica b}; = —1, by,; = —1. De la misma manera las coordenadas de
(—8,1,3) respecto a B son b}, =1y bhy = 3, que son las soluciones del sistema

(_87 13 3) = bll2(_2a 17 0) + b,22(_2’ 07 1)

Todo esto demuestra que la matriz de cambio de base de B’ a B es

-1 1
MB/B:(_l 3>

Es decir, si (z, y) son las coordenadas de un vector en la base By (z’,y’) son las coordenadas
de ese mismo vector en la base B’, se tiene

z\ (-1 1 x’
y) \-1 3)\y )’
Por tanto, si quisiéramos expresar las coordenadas en B’ en términos de las coordenadas

en B, usariamos

con esto hemos probado
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También podriamos haber hallado esta matriz repitiendo todo el procedimiento anterior
intercambiando el papel de B y B’, pero serfa més largo.

No es dificil comprobar que la relaciéon entre Mp' g y Mpp' de este ejemplo se gene-
raliza a otros. Tampoco es muy dificil sospechar que como pasar de B a B” directamente
es equivalente a pasar de B a B’ y después de B’ a B”, las matrices de cambio de base in-
volucradas deben estar relacionadas. Todo esto queda resumido en la siguiente proposicion

Proposicién 2.5: Sean B, B’ y B” bases de un espacio vectorial de dimension finita,
V', entonces

.i) MBB’ = MEI]B ij) MBB” - MB’B”MBB’.
Ejemplo . Para un observador, un proyectil describe la trayectoria 5(t) = (t, 2t — t2)

en la base usual (la candnica). Calcular la trayectoria para un observador en una base
girada 45° en sentido positivo.

El problema se reduce a encontrar la matriz de cambio de base de B a B’ donde B es
base usual y B’ es la otra. Es decir

\)

B={Lon0n} B ={20) 2.2

Las coordenadas de los vectores de la segunda base se obtienen facilmente dibujando B’ y
utilizando que sen 45° = cos 45° = /2 /2.

Sea §1(t) la trayectoria observada desde B’, es decir, las coordenadas de 5(t) en B’,
entonces

sustituyendo las coordenadas de 5(t)

(2le)= (V2 5450
/2 V2

Calculando la matriz inversa se obtiene finalmente

- v2/2  V2/2 t V2 oy V2,
51(t) = (_\/5//2 \/§§2> <2t—t2> = (7(3t—t )~ (t =t ))-

Ejemplo . Hallar una base, B, de V = {P € P3[z] /P'(1) = 0} y calcular las
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coordenadas de (z — 1)? en esa base. Hallar también las matrices de cambio de base de B
aB'={1,(z-1)% (z—-1)°}.

Obsérvese que

P =a+bx+ cr? +dz® cumple P'(1) =0 < b+ 2c+3d =0.
Despejando la variable b y suponiendo las otras parametros que toman valores reales arbi-
trarios, se tiene

PeV & P=a+c(-2x+2%) +d(—3z +z°).

Por tanto B = {1, —2z+x?%, —3z+23} es un sistema de generadores. Como los elementos de
B son linealmente independientes, se tiene que B es una base de V. Hallar las coordenadas
(A1, A2, A3) de (z — 1)2 con respecto a B, se reduce a resolver

(x—1)2 =22z +1= X + Xo(—22 + 2%) + A3(—3z + z3).

Comparando los coeficientes de igual grado esto conduce al sistema

1=X
—2 = —2)y — 3)3
0=)s

cuya solucién (A1, A2, A3) = (1,1,0) da las coordenadas buscadas.

La matriz Mpgpg: tiene como columnas a las coordenadas de cada uno de los vectores
de B con respecto a la base B’, por ello nuestro primer objetivo es expresar 1, —2z + z?2
y —3x + 23 como combinaciones lineales de 1, (z — 1)%, (z — 1)3. Para el primer elemento
de B se tiene

L=XA-1+px—1)>+v(@-1)°
=A-1+p@®—2r+1)+v(z® - 32> + 3z - 1)

} = (A u,v)=(1,0,0),

para el segundo

2+ =A-1+px—-1)>+v(@-1)°

= () =(—1,1,0),
:)\-1—|—u($2—2m+1)+u($3—3x2+3m—1)} Oopw)=( )

y finalmente

=3z +2° =A-1+p(z—1)* +v(z-1)°

)} = (A ) =(-2,3,1).

=A-14p@? =22 +1)+v(z® =322 + 32 -1
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Por tanto,

1 -1 -2
Mgpp = 0 1 3
0 0 1

Para calcular Mp'p basta invertir esta matriz, obteniéndose

1 1 -1
Mpp=Mgp =0 1 -3
0 0 1

Si todos nuestros razonamientos son correctos, las columnas de Mpg:g deberian dar las
coordenadas de los vectores de B’ en la base B. Comprobemos, por ejemplo, que el tercer
vector de B’, (x —1)3, tiene como coordenadas (—1,—3,1) en la base B. Esto se reduce al
siguiente calculo

(r—12=-1-1-3(-2z+ 2% +1-(=3z+z%).

5.3. SUMA E INTERSECCION DE SUBESPACIOS. FORMULA DE GRASSMANN

Dados dos subespacios, V' y W, de un espacio vectorial, podemos considerar el sube-
spacio V N W que estd contenido en V' y W; sin embargo, V U W en general no es un
subespacio. Por ejemplo, tomando

V={(z,y)/z=y}, W={(zy)/z=-y} CR,
se tendria
VUW ={(z,y) [z =y 6 z=—y} = {(z,y9) /2* = y*}
y esto no es un subespacio ya que (1,—1) e VUW, (1,1) e VUW, pero (1,—1)+ (1,1) =
(2,0) g VUW.
Por esta razén se define un nuevo subespacio, llamado suma, que es el menor (en el

sentido de la inclusién) que contiene a V U W.

DEFINICION: Si V' y W son subespacios de E, se llama suma de V. y W, y se escribe
V+W,a

VAW ={&/Z=0v+w, 7€V, 4eW}.
Lo expuesto hasta ahora se resume siguiente lema (ejercicio)
Lema 3.1: Si V y W son subespacios de E, V"W y V + W también lo son.

Observacién: Obsérvese que dos subespacios siempre se intersecan (nunca son disjun-

tos), ya que el vector 0 estd contenido en todo subespacio

VAW ={z/zeV, £e W} > {0}.
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Veamos cémo calcular VW y V + W en algunos ejemplos.
Ejemplo 1. Hallar VW y V + W describiendo alguna de sus bases, donde
V={(z,y,2) €ER® Jz+y+2=0} W={(z,y,2) ER’ Jx+y—2=0}

Por definicion

VﬂWZ{(xayaz)ERB/x+y+Z:0, :Ij-i-y—z:()}
={($,y,z) ERB/-'L':—:U, Z:O}

Por tanto
TeVnNW & 7= (-y,y,0) =y(-1,1,0),

con lo cual, una base de VN W es
Byvow ={(-1,1,0)}.
Antes de calcular V' + W, calculemos bases de V' 'y W. No es dificil comprobar que
By ={(-1,1,0),(-1,0,1)}  Bw ={(-1,1,0),(1,0,1)}

lo son. En particular, todo vector ' € V' se escribe como

U= A(—1,1,0) + u(—1,0,1)
y todo vector w € W se escribe como

w=MN(-1,1,0) + #/'(1,0,1).
Por tanto, los elementos ¥ 4+ @ (los cuales constituyen V + W) son aquellos que admiten
una expresion de la forma

T+ = A(=1,1,0) + p(=1,0,1) + X' (=1,1,0) + 4/ (1,0,1).
Con esto hemos probado
V+WwW=(-1,1,0),(-1,0,1),(1,0,1)).
De hecho
Byiw ={(-1,1,0),(=1,0,1),(1,0,1)}
es una base de V 4+ W. Para comprobarlo s6lo es necesario verificar que son linealmente
independientes (ya hemos visto que generan), lo cual es cierto porque

A(—1,1,0) + u(—1,0,1) + (1,0,1) = (0,0, 0)

equivale a
—A—p—v =0
A =0 )= A=pu=v=0.
pw+v=0
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Ejemplo 2. Dados
V={(z,y,2) €ER® /o + 3y + 22 =0} W = {(z,y,2) € R® / Tz + 22 = 0},
hallar VW y V + W.
Comencemos con VN W,
VW ={(z,y,2) € R’ [z +3y+22=0, Tx+ 2z =0}.
Despejando, podemos escribir estas dos condiciones como
VW ={(z,y,2) € R® [z = —22/7, y=—42/7}.

Por tanto

VW ={(=22/7,—4z/7,2) € R*}
:<(_2/7a _4/7’ 1)) = ((_2a —4, 7))

Obsérvese que para la tltima igualdad hemos usado que todo vector que sea combinacion
lineal de (—2/7,—4/7,1) (en este caso, proporcional a dicho vector), también lo es de
(—=2,—4,7). Una base de VN W seria

Byaw = {(-2,-4,7)}.

Para calcular V 4+ W, hallemos primero bases de V' y W.

U= (z,y,2) €V & 1=(-3y—22,y,2)
=y(-3,1,0) + 2(—2,0,1),

por tanto estos vectores generan V. De la misma forma

W= (z,y,2) Ew & |14 =(—22/7,y,2)
=y(0,1,0) + 2(—2/7,0,1),

lo que de nuevo produce un sistema de generadores. Es ficil comprobar que estos pares

de vectores son linealmente independientes y por tanto tenemos las siguientes bases de V'
y W
By ={(-3,1,0),(-2,0,1)} Bw ={(0,1,0),(-2/7,0,1)}.
Cualquier vector de V 4+ W debe ser combinacion lineal de éstos, es decir
V+W =(-3,1,0),(-2,0,1),(0,1,0), (—2/7,0,1)).

A pesar de que estos vectores generan V + W, no pueden ser una base, porque V+W C R3
y en R3 hay a lo més dimR3 = 3 vectores linealmente independientes. Variaciones de este
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mismo argumento, sirven para probar que si entre los generadores de V' + W hay tres
linealmente independientes, debe cumplirse V + W = R3. Este es el caso, ya que

A1(_3a 11 0) + )\2(_2a 0, 1) + )\3(05 13 0) = (Oa Oa 0)

tiene como unica solucién Ay = Ay = A3 = 0.

A continuacién veremos como calcular dim (V 4+ W) a partir de las dimensiones de V/,
W y VNW, sin necesidad de hallar una base. Antes de nada, recuérdese que en teoria de
conjuntos los cardinales de A, B, AU B y AN B estaban relacionados por la férmula

|AUB| = |A|+|B|—-|ANB.

Ya hemos mencionado que en la teoria de espacios vectoriales la suma juega un papel
relacionado con la unién y la dimensién nos indica el “tamano” de un espacio vectorial.
Teniendo en mente estas analogias no debiera sorprender el siguiente resultado

Proposicién 3.2 (Férmula de Grassmann): Si V' y W son subespacios de un espacio
vectorial de dimension finita, entonces

dim(V+W)=dimV +dimW —dim (VN W).
Ejemplo 1. En los dos ejemplos anteriores se tiene

dim(V+ W) =dimV + dimW — dim (VN W)
3 = 2 4+ 2 - 1

Obsérvese que como V + W C R3, este sencillo cdlculo de la dimensién de V + W permite
concluir V + W = R3.

Ejemplo 2. Sea V = S3(R) (matrices simétricas 2 x 2) y W el subespacio de matrices

(aij) CoIl a11 = Q21 = A9 = 0.

Ya habiamos visto que dim S2(R) = 3. Por otra parte, como

w=((5 o)

se tiene dim W = 1. Es evidente que V N W sblo contiene a la matriz nula, por tanto
dm(V+W)=3+1-0=4.

Pero como V + W C Msyxa(R) y dimMayo(R) = 4, esto es suficiente para concluir
V + W = Maxa(R).

Ejemplo 3. Sea V el subespacio de M2 (R) formado por las matrices antisimétricas,
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es decir, (a;;) € V & a;; = —a;;, y sea W como en el ejemplo anterior

v=(& o) w0 o)

Obsérvese también que el subespacio

U:{(“ Z) € Myxa(R) /a=d=0}

C

cumple VW C U; asi pues, V+W C U y dim(V+W) =dimU = 2 implicaU =V + W.
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Hoja 13

1) Comprobar en cada caso si el conjunto V' es un espacio vectorial sobre el cuerpo
K que se indica (Sugerencia: En caso afirmativo basta comprobar que son subespacios de
algin espacio vectorial conocido).

HNV={(z,y) eR?/z—y=0}, K=R

i) V={(x,9) €R? /22 —y? =0}, K =R

i) V = {(z,9,2) €C® Jz+y+2=0}, K =R
iv) V={(z,y,2) € C®/z+y+2=0}, K=C.

v)V:{(Z 2) EMQXQ(R)/a+b+c—2d:0},K:]R.

vi) V = { (CCL 2) Engg(R)/a2+b2+c2—|—2ab+2ac+2bc:0}, K =R

vii) V = {4 € M3y 2(R) /det A=0}, K =R

viii) V = {A € Msx3(R) /a11 + ao9 + a3z = O}, K =R

ix) V={a+b/2/a,b€Q}, K = Q.

x) V= {A € My xn(R) /AB = 0 donde B € M,,«; es una matriz dada}, K =R
xi) V= {funciones reales continuas con un maximo absoluto en z = 1}, K =R
xii) V.={f:[0,1] — C/ f(0) =3f(1)}, K =C.

2) Sea 0 el elemento neutro de un espacio vectorial, E, y sea —@ el elemento inverso
de 4 € E. Demostrar (usando las propiedades de espacio vectorial) que 0 - 4 = 0 y que
(-1) -4 = —u.

3) Estudiar para qué valores de a, V = {(z,y) € R? /2% 4+ azy + y*> = 0} es un
subespacio vectorial de R2. Sugerencia: Escribir 22 + azy + y? como (z — ay)(z — By).

4) Demostrar que las funciones (reales con dos derivadas continuas) que cumplen
y" +1' +y = 0 forman un espacio vectorial, V. Sabiendo que y1(z) = e=*/2 cos(zv/3/2) y
ya(z) = e~*/? sen(x+/3 /2) pertenecen a V, hallar “muchos” elementos de V, y entre ellos
uno que resuelva y”" +y' +y =0, y(0) =1, ¥'(0) = 1.

ayr +b1V2+ V4
**5) Sean Vi = {a+bv/2+cv4/a,b,cE Vo =
) ! { \/_ \/_/ Q} y vz {a2+b2\3/§+62\3/41

Q, a3 + b2 + 2 # 0}. Ambos son espacios vectoriales sobre Q, demostrar que V; = V5.

/@i bi,ci €
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Hoja 14
1) Decidir si los siguientes conjuntos son bases del espacio V' que se indica
i) B={(4,-1,1), (3,3,2)}, V={(z,y,2) e R? [z +y — 32 =0}.
ii) B={(4,-1,1), (3,3,-2)}, V={(z,y,2) € R /o +y—32=0}
iii) B={1,14+xz,1+z+2% ..., 1+x+...+ 2"}, V="P,[z]

et D) ( (2 e
v) B = {cos 2z, cos4z,cos 8z} V = (B).

2) Hallar una base de los siguientes subespacios
NV ={(z,y,2,t) eR* Jla+y =0, z+t =0}

i) V={(z,y,2,t) eR* [z +y+2=0, 2+t =0, 22—t =0}.
iii) V = {P € IP4|x] /a;ZP” — 2P =0}.

En los tres problemas siguientes, dados a; € R, sea V' el conjunto de funciones reales,

y, con infinitas derivadas tales que
Y 4 a1y tanoy" D+, 4 ary +ay=0 y*) = derivada de orden k

3) Demostrar que y € V = y® € V, y que el sistema C = {yy*), y**D .. .¢*+t™)} es
linealmente dependiente.

%,4) Siy € Vy 3z € R tal que y(z) = 9 (z0) = ...y" Y (x) = 0, demostrar que
y = 0. Indicacién: demostrar primero y(z) = [.° Yy A (2 — £)" R/ (n + k) dt.

5) Suponiendo conocida la afirmacién del problema anterior, demostrar dimV < n.
(Sugerencia: Si dimV = m > n, existirfan A; no nulos tales que F' = A\jy; + Aoya + ...+
Am¥m cumple F(z0) = F¥)(z) = 0, k < n). Nota: Se puede demostrar dim V' = n, pero
no es facil.

6) Sea B = {senz,sen2z,sen3z,...}. Sabiendo que ffﬂ sennr senmxdr = 0,
demostrar que cada subconjunto finito de B es linealmente independiente.

7) Si f € (B) con f = Ay senz+ Aysen 2z +...+ A, sennx, demostrar que A\; puede
hallarse con la férmula A\ = 2 [ f(z) senkz dz.

Curiosidades: B es “casi” una base de V = {f : [-m, 7] — R /fimpar y 3f"}, en el
sentido de que toda funcién de V se aproxima por una combinacién lineal suficientemente

larga de B. Por ejemplo, si f(r) = 7 2°°**senw, hallando los Ax con tu programa de
integracion favorito, se obtiene

gQC"” senz ~ 1.667senz 4 0.567 sen 2z + 0.097sen 3z + ...
Integrando entre 0 y ¢ = arc cosy, se tiene (nétese cost = y, cos2t = 2y? — 1, cos 3t =
4y3 — 3y).
2Y ~ 0.990 + 1.061y + 0.180(2y* — 1) + .020(4y> — 3y) + . ..

Esta aproximacion es, en general, mejor que Taylor y la usa (con més términos y pequenas
modificaciones) el ZX-Spectrum para calcular 2” con |z| < 1/2, lo que combinado con
onte — 9n9T y ¥ — 9710gs € e girve para hallar EXP= e® con z € R.
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Hoja 15

1) Hallar una base de V = {(z,y,2,t) e R* /o +y—2=0, o+ 3y — 22+ 2¢t = 0}
y hallar las coordenadas de ¥ = (3,1,4,1) en dicha base.

2) Si ¥ tiene coordenadas (1,2, 3) en la base B, hallar sus coordenadas en B’.
i) B=1{(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} Cc R, B = {(2,5,1), (-1,-2,-1), (0,-1,3)}.
ii) B = {(1,0,0), (0,1,0), (0,0,1)} ¢ R3, B' = {(2,1,0), (0,1,1), (1,2,3)}.
iii) B={1+22 z, 22} CP3, B' = {1 + =z, z, 1 + 2%}.

w3 ) (0§ esmri(? ) (0 (2

3) Si desde el centro del tiovivo las coordenadas de la caseta de helados son (2,4),
jcudles seran cuando el tiovivo haya girado 60° en sentido positivo?

4) Comprobar la férmula dim (V + W) = dimV + dim W — dim (V N W) para

DV =A{(z,y,z,t) eR Jo+y+2=0}, W ={(z,y,2,t) e R* [y +z+1=0}.
i) V={_(z,9,2) R /o —2y+2=0}, W ={(z,y,2) € R® /22 + y — 42 = 0}
iii) V =matrices simétricas 2 x 2, W =matrices antisimétricas 2 x 2 (a;; = —aj ;).

iv) V.=((2,1,0,1),(3,2,1,1)), W = ((0,1,2,1),(1,1,1,1), (1,2, 3,2))

5) La trayectoria unidimensional de una particula se puede representar como un
vector variable en R?, 1 = (espacio,tiempo). Sean (z,t) las coordenadas de @ en B
y (2/,t') en B’. Leyes experimentales indujeron a Einstein a pensar que en todas las
bases admisibles en Fisica (inerciales) la velocidad de la luz debe ser constante, esto
es, 22 — 22 =0 & /2 — ' = 0 con 2 = 9-10%. Lo cual, tras algunas hipdtesis

2 2
2 _ 242 12 _ 24

fisicas adicionales, implica x =z c incluso si ambos valores no son cero.

i) Comprobar que los siguientes cambios de base verifican 2 — %% = #'> — ¢2t'°
x! x V14 A2¢2 A
(t’>:M<t>’ MZ( A2 Vifaez) CmAER
(de hecho son los tinicos que ademés cumplen z —ct =0,¢t > 0, = =’ —ct' =0, ¢’ > 0).

ii) Se dice que B’ tiene velocidad relativa v con respecto de B si x = vt = 2’ = 0.
Demostrar que en ese caso se tiene

2 —2\—1/2 2 —2y\—1/2 1 —v
A= —v(l -2 2)"Y M=(1-v%c?) /<—vc_2 1)
iii) Si una masa, m, estd en reposo en B’; esto es, 2’ = 0, t/ = 7, hallar sus coordenadas
en B. En Fisica a p = mdz/dr se le llama momento lineal y a E = [wvdp energia,
comprobar que p = mv(1 — v2c¢=2)"Y2 E = mc?(1 — v2¢2)"1/2 y deducir que si v = 0

(masa en reposo en By B'), E = mc?.

6) Si o € C, sea IP,[a] = {ap + a1 + aza® + ... + ana™ / a; € Q}. Demostrar que
dimIP,[a] =n+1 < {P € P,[z] N Q[z] / P(a) = 0} = {0}.
**7) Demostrar que dimIP,[e}/*] > 2 para todo k,n € Zt, e = 2/'7182...

*8) Dado V espacio vectorial, se define el conjunto de endomorfismos de V' como
End = {f:V — V/f@+7) = (& + (@), f(AT) = Af(Z)}. Demostrar que si
V =R*t! {7 /4, f(¥) son linealmente dependientes} # {0} para cualquier f € END.
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Miscelanea.

A pesar de que hoy en dia es dificilmente imaginable la formulacién de las leyes fisicas maés sencillas
sin la notacién vectorial, la aparicién de los vectores es Fisica es relativamente tardia. Asi, por ejemplo,
fue J.C. Maxwell (1831-1879) uno de los primeros fisicos en reconocer sus ventajas en su famoso “Treatise
on Electricity and Magnetism” publicado en 1873.

El concepto de vector fue contemporineo y compitié con el de cuaternién. Al igual que los ndmeros

complejos son de la forma @ + bi donde ¢ es un “ntimero” que cumple i2 = —1, los cuaterniones son de

la forma a + bt + ¢j + dk donde P2 = J 2=f2=-1 y satisfacen las reglas de multiplicacién
i-j=k, j-k=i, k-i=j, j-i=—k, k-j=—i, i-k=—j.

Los cuaterniones tienen gran importancia historica en Matematicas porque constituyen de los primeros

ejemplos de estructura no conmutativa y dieron lugar a una visién abstracta del algebra. Su creador,

el fisico y matemético W.R. Hamilton (1805-1865), estaba convencido de la relevancia que tendrian los

cuaterniones en Fisica y dedicé una parte de su obra a formular diversas leyes con este lenguaje. Parte de
su notacién se conserva hoy en dia, por ejemplo, fue Hamilton quien defini6 el operador nabla

il 30 0
or Yy

y también quien introdujo la palabra “vector”.

Desde el punto de vista actual es mas util considerar sélo el vector formado por las tres ultimas

coordenadas del cuaternién. Esta fue la linea seguida por H.G. Grassmann (1809-1877) quien creé, in-
dependientemente de Hamilton, parte del dlgebra vectorial en tres dimensiones, definiendo el producto
escalar, el producto vectorial, el producto mixto y otras operaciones. Pero su trabajo, publicado en 1844,
era dificilmente comprensible y no fue demasiado conocido. Se considera que el triunfo de los vectores no
ocurrié hasta la aparicién en 1881 del libro de J.W. Gibbs (1839-1903) “Elements of Vector Analysis”.

Los espacios vectoriales de dimensién infinita también desempefian un lugar importante en la Fisica.
Uno de los més conocidos es el subespacio generado por

B = {l,cosx,cos2x,cos3x, ...,senx,sen2x,sen 3x, . . }

dentro del espacio vectorial de funciones periédicas de periodo 27. Los vectores (funciones) de B son
linealmente independientes, ya que multiplicando por COS N en

N N
E An COSNT + g Wn sennz = 0,
n=0 n=1

e integrando el resultado entre 0 y 27, se tiene A,, = 0, y procediendo de la misma forma con Sen nx se
obtiene Ly = 0. Asi pues, B es una base de (B) Esto no dejaria de ser mas que una curiosidad de no
ser porque siempre hay elementos de <B > arbitrariamente cerca de cualquier funcién periédica (de periodo

27) con al menos dos derivadas. Es decir, para una funcién, f, con estas caracteristicas
o0 o0
f(z) = Z An COSNET + Z fp, SEN N
n=0 n=1

. 2T 27 .
donde, procediendo como antes y usando que fO cos? nzdx = fo sen’nxdr = m excepto si n = 0,
los coeficientes vienen dados por

1 2m 2w 1 2w
An = — f(z)cosnzdz, (n#0), pnp=— (z)sinnzdz, M= — f(z)dz.
T Jo T Jo 2 Jo
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El anterior desarrollo en serie y los coeficientes Ay, [ly, se conocen con el nombre de serie de Fourier y
coeficientes de Fourier en honor a J.B. Fourier (1768-1830) quien los us6 en un famoso e importante trabajo
acerca de la transmisién del calor. Sin embargo, el nombre no hace del todo justicia, ya que series similares
y la férmula para los coeficientes también habian sido introducidas con anterioridad en los trabajos (que
seguramente desconocia Fourier) de L. Euler (1707-1783), D. Bernoulli (1700-1782) y otros. Por otra parte,
ni Fourier ni sus predecesores fueron capaces de demostrar que realmente la serie de Fourier converge a la
funcién de partida.
Pedro levanta la liebre e la mueve del covil,
non la sigue nin la toma, faz como cazador vil;
otro Pedro que la sigue e la corre mas sotil
témala: esto contesge a cagadores mill.
LBA, 486
Para ver una aplicacién de estas ideas en la linea que siguié Fourier, consideremos un anillo circular,
unidimensional y aislado. Vamos a calcular cémo evolucionara su temperatura, u(a:, t), en funcion del
4ngulo, T, y del tiempo, t, sabiendo que inicialmente la temperatura en el punto de dngulo T es f(a:),

esto es, que u(x, 0) = _f(.T)
Coonsiderando un pequeiio intervalo I = [.731, mz], el calor acumulado en I se pierde o gana a través

de 1 y x2. Concretamente, si hay un cambio brusco de temperatura al atravesar T1 y L2 (esto es, si

ou / 0z es grande en ellos) entonces se perderd o incrementars el calor acumulado en I muy rapido. Lo
cual sugiere

d [ ou ou
g | e = St~ ),

y derivando con respecto a X9 se tiene

ou 0%u

ot dx?
Esta es la llamada ecuacién del calor. Es facil comprobar que up(z,t) = et cosnz y Un(z,t) =
e—th sen nx son soluciones, aunque en general no satisfacen nuestra hipétesis U,(.T, 0) = f(.’l:) Como

las soluciones forman un espacio vectorial, formalmente (olvidando cuestiones de convergencia) la “com-
binacién lineal infinita”

o0 o0
u(z,t) = Z Ane™™ t cosnaz + Z ,une_”zt sennx
n=0 n=1
también es solucién. Escogiendo A, y Mn, como los coeficientes de Fourier de f, se tiene una solucién a
nuestro problema, ya que u(a:, O) = f(.’E) En la practica se toman s6lo unos cuantos términos de la serie
para aproximar a u(a:, t). Obsérvese que u(x, t) — Ap cuando t — 00, es decir, que como es légico la

temperatura tiende a la larga a igualarse en todos los puntos.

El llamado analisis de Fourier es también fundamental para entender la mecanica cuintica ya que,
en ella, el concepto clasico de particula perde su significado y se considera que una particula viene dada,
intuitivamente, por una superposicion de ondas definida por la llamada funcién de onda, 'gb(x) Al igual
que no es posible decir exactamente dénde est4 una onda sino sélo dénde es mas o menos intensa (piénsese
en una ola o en la cuerda de un violin), en el caso de las particulas la “intensidad” |1[)(.’13)‘2 indica una
especie de probabilidad de detectar la particula en x. Las frecuencias “predominantes” de las ondas que
componen 1 estan relacionadas con el momento de la particula. Si % estd muy localizada entonces debe

estar compuesta por frecuencias muy altas. Esta es la base del famoso principio de incertidumbre enunciado
por W.K. Heisenberg (1901-1976).
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Una exposicién rigurosa de la mecdnica cudntica es matemdticamente muy complicada (un libro
bueno y divertido para aprender algo de electrodindmica cuéntica sin nada de Matematicas es “QED” de
R. Feynman). Por ejemplo, las funciones de onda son elementos de cierto espacio vectorial de dimensién
infinita y las magnitudes fisicas “observables” son operadores que actidan sobre ellas. Sin duda éste no es
el lugar adecuado para aprender de este tema.

En esto yerran mucho, que lo non pueden fazer;

de lo que fazer non pueden, non se deven entremeter:
si el ¢iego al ciego adiestra e quier traer,

en la foya entranbos dan e van a caer.

LBA, 1145
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Estas notas fueron realizadas para el curso 1995/1996 de 12 de Ingenieria Informatica
de la U.A.M. y corregidas y ampliadas en el curso 1996/1997. Desde entonces han circulado
libremente ano tras ano entre los estudiantes, dejandose copias en reprografia.

Pues es de buen amor, enprestadlo de grado:

no-1 neguedes su nonbre ni-1 dedes refertado,

no-1 dedes por dineros vendido nin alquilado,

ca non ha grado nin gragias buen amor el comprado.
LBA, 1630

Vista la difusién que han tenido, también podria decir yo que Fizvos pequeno libro
de testo, [...] (LBA, 1631), y no se me ocurre nada mejor que terminar con las dltimas
estrofas restantes del Libro de Buen Amor. Aunque supongo que estd claro, todas las
citas en las misceldneas al final de cada capitulo estdn tomadas de él, concretamente de la
magnifica edicién de A. Blecua, Ed. Catedra 1992.

[...] por ende fago punto e ¢ierro mi almario:
séavos chica fabla, solaz e letiiario.
LBA, 1632

Senores, hevos servido con poca sabidoria,

por vos dar solaz a todos, fablevos en jugleria;

yo un gualardén vos pido: que por Dios, en romeria,
digades un paternéster por mi e avemaria.

LBA, 1633

Ahora con el generoso permiso que otorga Juan Ruiz en la 1629, estropeo la 1634

Era de mill e novezientos e noventa e seis anos,

fue conpuesto el romance por toller el estudio de danos,
por fazer cosa, por grand orgullia, por estruir enganos
e por mostrar a los mocos fablas e saberes estranos.
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